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Аннотация. Рассмотрена линейная автономная модель перевёрнутого плоского маятника с
двойным запаздыванием в механизме обратной связи и демпфирующей силой. Величины запаз-
дываний соотносятся как один к двум. На коэффициенты модели наложены некоторые ограни-
чения, при условии соблюдения которых получены необходимые и достаточные условия асимп-
тотической устойчивости модели. Критерий устойчивости дан в геометрической и аналитической
формах.
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Abstract. The linear autonomous model of inverted pendulum with delayed feedback and friction
force is considered. There are two terms with delay: the magnitude of the largest delay is twice as large
as the least one. The model is considered under some condition on its coefficients. The necessary and
sufficient conditions of asymptotic stability of this model are obtained under this coefficient condition.
The investigation is based on development of D-subdivision for two-parametric differential equations.
The stability domain is described analytically and represented geometrically. The results obtained can
be useful for investigations of local asymptotic stability of non-linear models of inverted pendulum
with double delay in feedback and with friction force.
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Введение

Стабилизации перевёрнутого маятника — задача, естественно возникающая во
многих прикладных науках, интересна и с теоретической точки зрения.

Наиболее известным решением этой задачи служит метод стабилизации по-
средством вертикальных колебаний основания. Впервые этот метод был строго
обоснован Н.Н. Боголбовым [2] (по-видимому, ещё в 1942) и наглядно продемон-
стрирован П.Л. Капицей [3] в 1951.

Другой способ стабилизировать колебания перевёрнутого маятника вблизи вер-
тикального положения равновесия состоит в управлении в виде обратной связи.
Управляющая сила может реагировать на изменения в угле отклонения и угловой
скорости как мгновенно [10], так и с некоторым запаздыванием.

Рис. 1. Схема обратного маятника

По-видимому, G. Stepan первым предложил и исследовал на устойчивость мо-
дель, учитывающую запаздывание в механизме обратной связи перевёрнутого ма-
ятника [19]. Линеаризация этой модели приводит к дифференциальному урав-
нению второго порядка с одним постоянным сосредоточенным запаздыванием. В
настоящий момент наиболее активно эта идея развивается в нескольких направле-
ниях: либо изучение эффекта нелинейности (как правило, имеет место управление
с переключением) [15, 16, 17], либо усложнение и подробное изучение линейных
моделей [4, 5, 6, 11, 13, 18].

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



168 М.В. МУЛЮКОВ

На рисунке 1 изображён перевёрнутый маятник на тележке, к которой при-
ложена сила

−→
F . Вообще говоря, величина этой силы может представлять собой

функционал как от угла наклона θ, так и от угловой скорости θ̇.
Настоящая работа продолжает исследование [6], в которой рассматривается

случай, когда линеаризация функционала
−→
F вблизи нулевого положения равно-

весия имеет вид:
−→
F (t) = −k1θ(t− h)− k2θ(t− 2h),

где k1, k2 ∈ R и h > 0.
В отличии от указанной статьи в настоящей работе учитывается сила трения

в шарнире, пропорциональная угловой скорости θ̇. Обозначим через σ > 0 коэф-
фициент пропорциональности этой силы.

Обозначим частоту собственных колебаний маятника через ω > 0.
Основная задача — найти критерий асимптотической устойчивости модели ма-

ятника, линеаризованной вблизи вертикального положения равновесия, в терми-
нах параметров задачи: ω, σ, h, k1, k2.

Знак величины ω2+k2 оказывает влияние на структуру области устойчивости и
на доказательство теоремы об устойчивости модели, поэтому исследование модели
разбито на две части в зависимости от знака этой величины. В настоящей статье
рассмотрен случай, когда данный параметр не отрицателен.

1. Модель

Рассмотрим уравнение

θ̈(t)− ω2θ(t) + σθ̇(t) + k1θ(t− h) + k2θ(t− 2h) = 0, (1)

где ω, σ, h > 0 и k1, k2 ∈ R.
Для корректной постановки задачи требуется ввести суммируемую начальную

функцию ψ так, что θ(ξ) = ψ(ξ) при ξ ∈ (−h, 0). Тогда решение уравнения (1)
существует и единственно в пространстве функций с локально абсолютно непре-
рывными производными.

Под асимптотической устойчивостью уравнения (1) будем понимать стремле-
ние к нулю его решения вместе с производной при любой суммируемой начальной
функции ψ и любых начальных данных x(0), ẋ(0) ∈ R. Как известно, асимптотиче-
ская устойчивость эквивалентна экспоненциальной и, следовательно, эквивалент-
на расположению в отрицательной полуплоскости всех корней характеристиче-
ской функции Φ, которая в данном случае имеет вид:

Φ(z) = z2 − ω2 + σz + k1e
−zh + k2e

−2zh, z ∈ C. (2)
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Рассмотрим характеристическое уравнение в виде

z2ez + χ ch z + β + ζ sh z + µzez = 0, (3)

Уравнения (3) и Φ(z/h) = 0 имеет одинаковый набор корней в комплексной
плоскости, если положить

χ = h2(k2 − ω2), ζ = −h2(ω2 + k2), β = h2k1, µ = hσ.

Далее будем исследовать уравнение (3) в предположении независимости его
коэффициентов. Однако, в общем случае построить область устойчивости в про-
странстве четырёх параметров — достаточно сложная задача, поэтому ниже будут
наложены три ограничения.

Во-первых, будем считать, что µ > 0. Во-вторых, χ+ ζ < 0. В третьих, ζ 6 0.
Первые два условия эквивалентны неравенствам hσ > 0 и ω2 > 0. Очевидно,

эти условия не ограничивают общность задачи.
Третье условие эквивалентно неравенству ω2 + k2 > 0. Данное неравенство

не вытекает из постановки задачи. Таким образом, данное неравенство является
существенным ограничением общности задачи. Случай ω2 + k2 < 0 должен быть
рассмотрен отдельно.

Теорема. Пусть χ + ζ < 0 < µ и ζ 6 0. Тогда все корни уравнения (3) имеют
отрицательные вещественные части в том и только том случае, если выпол-
няются неравенства:

χ+ β > 0, (4)

ζ + µ > 0, (5)

χ cos η + β < η2 cos η + µη sin η, (6)

где η— единственный корень уравнения

µη ctg η = η2 − ζ (7)

из интервала (0, π).

Доказательство. При фиксированных значениях параметров ζ и µ уравнение (3)
имеет вид:

χf1(z) + βf2(z) + f0(z) = 0, (8)

где f1(z) = ch z, f2(z) = 1 и f0(z) = z2ez + ζ sh z + µzez.
Уравнение вида

r1f1(z) + r2f2(z) + f0(z) = 0, (9)

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



170 М.В. МУЛЮКОВ

где r1, r2 ∈ R называется двупараметрическим характеристическим уравнением.
Проведём исследование уравнения (8) в соответствии с методикой, изложенной в
работе [7].

Обозначим F (z, r1, r2) = r1f1(z) + r2f2(z) + f0(z). Для краткости, функцию
F (·, r1, r2) будем называть устойчивой, если все её корни лежат слева от мнимой
оси.

Будем искать в пространстве параметров r1, r2 множество точек, называемое
областью устойчивости, которым соответствуют устойчивые функции F (·, r1, r2).
Принадлежность точки {χ, β} этой области эквивалентна тому, что при заданных
значениях ζ и µ все корни уравнения (8) лежат слева от мнимой оси.

Введём обозначения:

∆(φ) = Imf1(−iφ)f2(iφ), u1(φ) = Imf0(iφ)f2(−iφ),

u2(φ) = Imf0(−iφ)f1(iφ), u = {u1, u2}.

Тогда
u(φ) =

(
(ζ − φ2) sinφ+ µφ cosφ

)
{1,− cosφ}.

Неотрицательные корни системы уравнений u(φ) = 0 называются частотами.
Обозначим упорядоченное по возрастанию множество частот через {θn}, где n ∈
N ∪ {0}.

Каждой частоте θn соответствует прямая Ln, которая описывается уравнением
F (iθn, r1, r2) = 0.

Легко видеть, что ∆(φ) ≡ 0 и u(φ) ̸≡ 0, следовательно, уравнение (8) пред-
ставляет собой двупараметрическое характеристическое уравнение третьего ро-
да [7, с. 97]. Для уравнений этого типа число корней с положительной веществен-
ной частью в плоскости параметров меняется только при переходе через прямые
Ln, поэтому области D-разбиения представляют собой выпуклые многоугольни-
ки (ограниченные или неограниченны). Этот факт существенно упрощает анализ
изменения области устойчивости при изменении параметров µ и ζ.

Легко видеть, что при любых ζ и µ имеем θ0 = 0, следовательно, прямая L0

описывается уравнением r1 + r2 = 0.
Если n > 1, то уравнение прямой Ln имеет вид:

r1 cos θn + r2 = µθn sin θn + θ2n cos θn.

Далее будем полагать, что µ > 0.

В рассматриваемом случае уравнение u(φ) = 0 эквивалентно уравнению

µφ ctgφ = φ2 − ζ. (10)
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Пусть n > 1. Тогда θn — корень уравнения (10) из интервала
(
π(n− 1), πn

)
, если ζ + µ > 0,(

πn, π(n+ 1)
)
, если ζ + µ 6 0.

Если u′(θn) ̸= 0, то обозначим через Hn полуплоскость, удовлетворяющая нера-
венству

F (iθn, r1, r2)f2(−iθn)u′1(θn) > 0. (11)

Прямая Ln делит плоскость на две полуплоскости. Заметим, что Hn — эта та
из этих полуплоскостей, для которой при переходе через прямую Ln, количество
корней с неотрицательной вещественной частью уменьшается.

Имеем
f2(−iφ)u′1(φ) = −(2 + µ)φ sinφ+ (ζ + µ− φ2) cosφ.

В силу уравнения (10) имеем:

f2(−iθn)u′1(θn) = −2θn sin
2 θn + µ(θn − sinφ cos θn)

sin θn
. (12)

Заметим, что при любом натуральном n числитель в выражении (12) положи-
телен, поэтому полуплоскость Hn определена и описывается неравенством:

(r1 cos θn + r2 − θ2n cos θn − µθn sin θn) sin θn < 0. (13)

Если ζ + µ ̸= 0, то полуплоскость H0 определена и задаётся неравенством

(ζ + µ)(r1 + r2) > 0.

Обозначим Dk =
∩∞

n=k Hn.
Известно [7, с. 101, Следствие 4.1], что если D0 ̸= ∅, то либо D0 является обла-

стью устойчивости, либо область устойчивости пуста.

Далее будем полагать, что ζ 6 0.

Покажем, что при ζ + µ 6 0 область устойчивости пуста.
В работе [8, с. 2060, Теорема 4] рассматривается частный случай уравнения (3)

при χ = 0. В частности, показано, что условие ζ + µ > 0 является необходимым
для того, чтобы все корни уравнения

z2ez + β + ζ sh z + µzez = 0
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лежали слева от мнимой оси. Следовательно, функция F (·, 0, β) неустойчива при
любом β ∈ R и ζ + µ 6 0. Точки, сответствующие этому уравнению, принадлежат
вертикальной оси.

В силу ζ 6 0 имеем ctg θn > 0 (при n > 1), следовательно, µθn tg θn + θ2n > 0, то
есть начало координат O принадлежит D1.

Кроме того, точка O принадлежит прямой L0, поэтому можем воспользовать-
ся вторым пунктом следствия 4.3 работы [7, с. 101], согласно которому область
устойчивости пуста, если существует прямая, проходящая через точку O, но не
совпадающая с L0 такая, что в любой точке этой прямой функция F (·, r1, r2) не
является устойчивой. Этим условиям удовлетворяет вертикальная ось. Таким об-
разом, при ζ + µ 6 0 область устойчивости уравнения (3) пуста.

Далее будем полагать, что ζ + µ > 0.

Во-первых, отметим, что согласно работе [8, c. 2068, Теорема 5] область устой-
чивости не пуста (найдутся значения χ такие, что уравнение F (χ, 0, ·) будет устой-
чивым).

При r1 = r2 = 0 и n > 0 неравенство (13) примет вид: 0 < µθn tg θn + θ2n,
которое, очевидно, справедливо. Следовательно, начало координат принадлежит
полуплоскости Hn при любом n > 1. В то же самое время начало координат
принадлежит прямой L0, таким образом, D0 не пуста и, следовательно, является
областью устойчивости.

Обозначим через L∗ прямую r1 = −ζ, а через H∗ — полуплоскость, располо-
женную левее данной прямой.

Обозначим точку пересечения прямых L0 и L1 через A; точку пересечения L0

и L∗ — через B; точку пересечения L1 и L∗ — через C. Найдём координаты этих
точек.

Имеем A
(
−gµ(θ1), gµ(θ1)

)
, где

gµ(φ) = φ
µ sinφ+ φ cosφ

(1− cosφ)

,
B(−ζ, ζ), C

(
−ζ, µθ1 sin θ1 + (ζ + θ21) cos θ1

)
.

На рисунке 2 обозначен треугольник ABC. Вертикальная прямая L∗ ограни-
чивает рассматриваемую полуплоскость (слева).

При ζ → −µ точка B стремится к точке C, поэтому в плоскости ζ + µ = 0

треугольник ABC вырождается в отрезок, но при ζ + µ > 0 данный треуголь-
ник имеет непустую внутренность, которая, как мы покажем ниже, совпадает с
областью D0 ∩H∗.
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Рис. 2. Сечение область устойчивости уравнения (3) при ζ = −2 и µ = 4

Фактически, утверждение теоремы свелось к тому, чтобы доказать, что вер-
шины треугольника ABC принадлежит Hn при любом n > 1.

Покажем, что точка A принадлежит Hn при любом n > 1. По определению это
эквивалентно неравенству:

−gµ(θ1) +
gµ(θ1)

cos θn
< θ2n + µθn tg θn. (14)

Преобразуем неравенство (14):(
−gµ(θ1)− ζ

)
+

(
gµ(θ1)

cos θn
− µθn

sin θn cos θn

)
< −ζ + θ2n − µθn ctg θn. (15)

В силу того, что θn — корень уравнения (7), правая часть неравенства (15) рав-
на нулю.

Воспользовавшись тем, что θ1 — корень уравнения (7), получим

−gµ(θ1)− ζ = − θ1
1− cos θ1

(
θ1(1 + cos θ1) + µ

1− cos θ1
sin θ1

)
< 0.

Далее,
θn

| sin θn|
>

2 + 2µ

µ
=

1

µ
max
φ∈[0,π]

gµ(φ),

следовательно, µθn > gµ(θ1) sin θn. Домножив левую и правую часть неравенства
на ctg θn, получаем

gµ(θ1)

cos θn
− µθn

sin θn cos θn
< 0.
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Итак, выражение, стоящее слева в неравенстве (14), отрицательно, следова-
тельно, неравенство верно. Таким образом, точка A принадлежит

∩∞
n=1Hn.

Покажем, что точка B принадлежит Hn при любом n > 1. Для этого необхо-
димо и достаточно показать выполнения неравенства:

θ2n + µθn tg θn > ζ

(
1

cos θn
− 1

)
.

Воспользуемся (7):

µθn
cos θn sin θn

> |ζ|
(
2− 1

cos θn

)
.

Усилим данное неравенство, воспользовавшись тем, что µ > |ζ|:

θn
cos θn sin θn

> 2− 1

cos θn
.

Справедливость последнего неравенства вытекает из оценки

φ >
∣∣sinφ(1− 2 cosφ)

∣∣,
справедливой для φ > π.

Покажем, что точка C принадлежит Hn при любом n > 1.
Заметим, что если бы точка C не принадлежала Hn при некотором чётном

n, то и точка B не принадлежала этой полуплоскости. Следовательно, остаётся
рассмотреть случай, когда n— нечётное число, большее единицы.

Точка пересечения прямой Ln с осью ординат имеет координату:

r2 =
√
θ4n + µ2θ2n − ζ2.

Эти значения монотонно растут с возрастанием n.
Точка пересечения Ln с прямой L0 имеет абсциссу:

r1 =
θ2n cos θn + µθn sin θn

cos θn − 1
< 0.

Следовательно, прямые Ln и L1 пересекаются в четвёртом квадранте, а точка C
принадлежит первому или второму квадранту. Таким образом, теорема полностью
доказана.

Обозначив ξ = η/h и проведя обратную замену, получим следующее утвержде-
ние:
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Следствие. Пусть ω2 + k2 > 0.
Тогда для того, чтобы уравнение (1) было асимптотически устойчивым,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие неравенства:

ω2 < k1 + k2,

σ > h(ω2 + k2),

k1 <
ξ2(ξ2 + σ2) + ω4 − k22√
σ2ξ2 + (ξ2 + ω2 + k2)2

,

где ξ — единственный корень уравнения

hξ = arcctg
ξ2 + ω2 + k22

σξ
.

Заключение

В настоящей статье проведено частичное исследование устойчивости модели
перевёрнутого плоского маятника с трением в случае, когда в механизме обратной
связи имеется двукратное сосредоточенное постоянное запаздывание.

Для случая, когда коэффициенты уравнения (3) удовлетворяют неравенству
ω2 + k2 > 0, построен критерий асимптотической устойчивости. Критерий дан в
наглядной геометрической и аналитической формах.

Автор выражает благодарность рецензенту за внимательное прочтение руко-
писи и замечания, способствовавшие улучшению изложения. Кроме того, автор
признателен рецензенту за интересное освещение исторический части вопроса.
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