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➶âåäåíèå

➘èôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå äàåò åñòåñòâîçíà✲
íèþ âîçìîæíîñòü èçîáðàæàòü ìàòåìàòè÷åñêè íå
òîëüêî ñîñòîÿíèÿ✱ íî è ïðîöåññû✿ äâèæåíèå

Ôðèäðèõ Ýíãåëüñ

✃ëàññè÷åñêàÿ ïîëèòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà îïèñûâàëà ðàâíîâåñíûå ñî✲
ñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè✳ Õîòÿ âîïðîñû èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ çà✲
íèìàëè óìû ìûñëèòåëåé ❳■❳ â✳✱ íî èìåííî êðèçèñíûå ÿâëåíèÿ ❳❳ â✳
áðîñèëè ýêîíîìè÷åñêîé íàóêå âûçîâ êîëè÷åñòâåííîãî è êà÷åñòâåííîãî
îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✱ ïðîèñõîäÿùèõ â ýêîíîìèêå✳

➮íñòðóìåíòàðèé äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ✱ áëåñòÿùå çàðåêî✲
ìåíäîâàâøèé ñåáÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â åñòåñòâåííûõ íà✲
óêàõ✱ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ è â ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ✳ ➶ òî æå âðåìÿ
ìíîãèå ïðîöåññû â ýêîíîìèêå ïðèíöèïèàëüíî äèñêðåòíû✱ ÷òî îáóñëîâ✲
ëèâàåò èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ ýêîíîìèêè✳

❮àñòîÿùåå èçäàíèå ïîñâÿùåíî ïðîñòåéøèì êëàññàì äèôôåðåíöè✲
àëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé✱ èñïîëüçóåìûõ â ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåñ✲
ñîâ ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àíàëèòè÷åñêî✲
ãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé è êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì✳

➶ûáîð êëàññîâ èçó÷àåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâ✲
íåíèé îáóñëîâëåí òåì✱ ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññà ïðèâåäåíà ýêîíîìè÷åñêàÿ
ìîäåëü✳ ✃à÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ýòèõ ìîäåëåé ñëóæèò èëëþñòðàöè✲
îííûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ îáùèõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ✱ èçëîæåííûõ â
äàííîì ó÷åáíîì èçäàíèè✳

Ó÷åáíîå èçäàíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ îñíîâíûå âîïðîñû èòîãîâîãî ýê✲
çàìåíà ïî êóðñàì ➽➘èíàìè÷åñêèå ìîäåëè ýêîíîìèêè➾ è ➽➘èíàìè÷åñêèå
ìîäåëè ýêîíîìèêè ■■➾✱ ÷èòàåìûõ äëÿ ñòóäåíòîâ✱ îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâ✲
ëåíèÿì ïîäãîòîâêè áàêàëàâðîâ ➽➪èçíåñ✲èíôîðìàòèêà➾✱ ➽➮íôîðìàöèîí✲
íûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè➾ è ➽Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà➾✳

Ó÷åáíîå èçäàíèå èç ÷åòûð➻õ ãëàâ✳ Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãëàâû ïîñâÿùå✲
íû òåîðåòè÷åñêèì âîïðîñàì êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé äèô✲
ôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñî✲
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îòâåòñòâåííî✱ à òàê æå èõ ïðèìåíåíèþ ê çàäà÷àì ìèêðîýêîíîìèêè è ìàê✲
ðîýêîíîìèêè✳ Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë äàí â ñæàòîé ôîðìå✱ äîñòóïíîé
äëÿ ñòóäåíòîâ äðóãèõ íàïðàâëåíèé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé â ðàì✲
êàõ ñòàíäàðòíûõ êóðñîâ ➽➶ûñøàÿ ìàòåìàòèêà➾ è ➽➘èôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ➾✳

Òðåòüÿ è ÷åòâ➻ðòàÿ ãëàâû ñîäåðæàò çàäà÷è✱ ïðåäëàãàåìûå ñòóäåíòàì
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû✱ è êðàòêèå îòâåòû íà íèõ✳ ➘àííûå çàäà÷è
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå êîíòðîëüíî✲èçìåðèòåëüíîãî ìàòå✲
ðèàëà äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëüíûõ òî÷åê✳
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➹ëàâà ■✳ Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

❒àòåðèàë ó÷åáíîãî èçäàíèÿ èçëîæåí íà óðîâíå✱ äîñòàòî÷íîì äëÿ
ïåðâîíà÷àëüíîãî çíàêîìñòâà ñ òåìîé è ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ âûïîëíåíèÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû✳ ❰áú➻ì ó÷åáíîãî èçäàíèÿ íå ïîçâîëÿåò ðàññìîò✲
ðåòü êàæäóþ èç ðåêîìåíäóåìûõ òåì â äîñòàòî÷íîé ïîëíîòå è ñ äîñòàòî÷✲
íîé ñòðîãîñòüþ✱ ïîýòîìó äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ çàòðîíóòûõ âîïðî✲
ñîâ ðåêîìåíäóåì èñòî÷íèêè èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû✱ óêàçàííîãî â êîíöå
ó÷åáíîãî èçäàíèÿ✳

✶✳✶✳ ❰ñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá ❰➘Ó ïåðâîãî ïîðÿäêà

➘èôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ✖ ýòî óðàâíåíèå✱ ñâÿçûâàþùåå íåèç✲
âåñòíóþ ôóíêöèþ è å➻ ïðîèçâîäíûå✳ Ýòè óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â åñòå✲
ñòâîçíàíèè ñ ❳❱■■ â✳ ✭íàïðèìåð✱ óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà ❮üþòîíà✮ è
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ âî âñåõ íàóêàõ✱ â
òîì ÷èñëå è â ýêîíîìèêå✳

❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè✱ ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ íàçûâàåòñÿ äèô✲

ôåðåíöèàëüíîé ìîäåëüþ èëè íåïðåðûâíîé ìîäåëüþ✳ Ïîñëåäíèé òåðìèí
îáîçíà÷àåò✱ ÷òî àðãóìåíò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî
✭áåç ñêà÷êîâ✮✳

❒û áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé✖ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ✭❰➘Ó✮✳ Ýòè
óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè✿

❼ âî✲ïåðâûõ✱ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ çàâèñÿò îò îä✲
íîé ïåðåìåííîé✶❀

❼ âî✲âòîðûõ✱ óðàâíåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôóíêöèþ è å➻ ïðîèçâîäíûå â
îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè✷✳

Ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé✱ âõîäÿùåé â äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå✱ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✳

✶➴ñëè ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî✱ òî âîçíèêàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñò✲

íûõ ïðîèçâîäíûõ✳
✷➴ñëè óðàâíåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâîäíóþ è ôóíêöèþ â ðàçíûå ìîìåíòû

âðåìåíè✱ òî òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî✲äèôôåðåíöèàëüíûì✳

✻



Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà

ẋ(t) = f
(

x(t), t
)

. ✭✶✳✶✮

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ x = x(t)✱ êîòî✲
ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèè ✭✶✳✶✮ íà èíòåðâàëå t1 < t < t2✳ Ïîä ñèìâîëîì
t1 ìû ìîæåì ïîíèìàòü −∞✱ à ïîä ñèìâîëîì t2 ✖+∞✳ ➮íòåðâàë (t1, t2)
íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè x✳

Ïîìèìî îãðàíè÷åíèé íà àðãóìåíò t ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü îïðåäå✲
ëåíà íå äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x✳ ✃ðîìå òîãî✱ ïî êàêèì✲òî èíûì ñîîáðà✲
æåíèÿì ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà çíà÷åíèÿ ìîäåëèðóåìîé âåëè÷èíû ìî✲
ãóò áûòü îãðàíè÷åíû✸✱ ïîýòîìó ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ðàññìàòðèâàþò â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ïëîñêîñòè Otx✹✳ ❮å èñêëþ÷àåòñÿ
ñëó÷àé✱ ÷òî Ω✖ ýòî âñÿ îáëàñòü Otx✳

➘ëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ x áûëà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮✱ íåîá✲
õîäèìî✱ ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé â êàæäîé òî÷êå
èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ✳ ❐þáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâ✲
íà✱ ïîýòîìó ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåïðåðûâíóþ êðèâóþ â îáëàñòè Ω✳ Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé✳

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îáëà✲
ñòè Otx íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✳

➶ ìàòåìàòèêå âàæíóþ ðîëü èãðàåò âîïðîñ î êîëè÷åñòâå âîçìîæíûõ
ðåøåíèé òîãî èëè èíîãî óðàâíåíèÿ✳ ❰òíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮ âîçíèêàåò äâà âîïðîñà✿

❼ ìîãóò ëè èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàòüñÿ❄

❼ ñóùåñòâóåò ëè òî÷êè îáëàñòè Ω✱ ÷åðåç êîòîðûå íå ïðîõîäèò íè îäíà
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ❄

❰êàçûâàåòñÿ✱ ÷òî íà îáà âîïðîñà ìîæíî îòâåòèòü îòðèöàòåëüíî ïðè
íåêîòîðûõ ðàçóìíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ f ✳ ➚ èìåííî✱ ñïðàâåä✲
ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ❬✶✱ ñ ✶✵❪✳

✸❮àïðèìåð✱ çàíÿòîñòü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé èëè áîëüøå åäèíèöû✳
✹✃îîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü✱ ó êîòîðîé ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ îñè îáîçíà✲

÷àþòñÿ ÷åðåç t è x ñîîòâåòñòâåííî✳

✼



Òåîðåìà ✵✳✶✳ ➴ñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí✲

öèðóåìà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó✺ â îáëàñòè Ω✱ òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó

(t0, x0) îáëàñòè Ω ïðîõîäèò ðîâíî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ✳

➮íûìè ñëîâàìè✱ èíòåãðàëüíûå ïðÿìûå ïëîòíî çàïîëíÿþò îáëàñòü
Ω✱ íå îñòàâëÿÿ ➽äûð➾ è áåç ïåðåñå÷åíèé✳ ➬àäàâ óñëîâèå x(t0) = x0✱ ìû
îäíîçíà÷íî âûáèðàåì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ✳

➴ñëè óñëîâèå çàäàíî íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ✱ òî çà✲
äà÷à îòûñêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ
çàäà÷åé ✃îøè✳

✃îãäà ðåø➻í âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ✱ âîçíèêàåò âîïðîñ î
åãî íàõîæäåíèè✳ Ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü ëèáî â çàìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé
ôîðìå✱ ëèáî ïðèáëèæ➻ííî✱ èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû✳ ➚íàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå✱ êàê ïðàâèëî✱ ïðåäïî÷òèòåëüíåå✱ îäíàêî åãî ïîëó÷åíèå âîçìîæ✲
íî äàëåêî íå äëÿ âñåõ óðàâíåíèé✳

➴ñëè ôóíêöèÿ f èìååò âèä

f(x, t) = X(x)T (t),

òî óðàâíåíèå ✭✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ✱
à åãî ðåøåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì✳

✶✳ Ïðåäñòàâëÿåì ïðîèçâîäíóþ â âèäå îòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ
ẋ(t) = dx/dt✳

✷✳ Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ ê òàêîìó âèäó✱ êîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû îò
çíàêà ðàâåíñòâà îñòà➻òñÿ ôóíêöèÿ è äèôôåðåíöèàë îò åäèíñòâåííîé
ïåðåìåííîé✱ ò✳ å✳ ê ñëåäóþùåìó âèäó✻✳

dx

X(x)
= T (t)dt. ✭✶✳✷✮

✸✳ ➮íòåãðèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✮✿
∫

dx

X(x)
=

∫

T (t)dt.

✺Òî åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂x
òîæå íåïðåðûâíà✳

✻❰áðàòèòå âíèìàíèå íà òî✱ ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìû îáÿçàíû ïîòðåáî✲
âàòü✱ ÷òî X(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü✳

✽



✹✳ ➶ ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåí✲
íûìè✱ êóäà âõîäèò åù➻ è ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ✳
➷åëàòåëüíî âûðàçèòü èç ýòîãî âûðàæåíèÿ x â ÿâíîì âèäå✱ åñëè ýòî
âîçìîæíî✳

✺✳ Ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó
íóæíî íàéòè✱ èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ✳

✻✳ Ïîëó÷àÿ âûðàæåíèå ✭✶✳✷✮✱ ìû äåëèëè íàX(x)✱ îäíàêî ýòî äîïóñòèìî
òîëüêî â ñëó÷àå X(x) 6= 0✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ìû ìîãëè óïóñòèòü íåêî✲
òîðûå ðåøåíèÿ✳ ➴ñëè x̄✖íóëü ôóíêöèè X✱ òî ôóíêöèÿ x(t) ≡ x̄
òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✮✱ òàê
êàê ẋ(t) ≡ 0✳

✶✳✷✳ ❐îãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Ðàññìîòðèì ìîäåëü âëèÿíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî íîâøåñòâà íà ýêîíî✲
ìè÷åñêèé ðîñò ❬✷❪✳

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẏ(t) = k(t)
(

y(t)− L
)(

H − y(t)
)

, ✭✶✳✸✮

ãäå t✖ïàðàìåòð✱ îòðàæàþùèé çàòðàòû íà ðàçâèòèå äàííîé òåõíîëîãèè
✭äëÿ ïðîñòîòû ìîæåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî ýòîò ïàðàìåòð✖ âðåìÿ✮✱ y✖ âåëè÷è✲
íà✱ îòðàæàþùàÿ òåõíîëîãè÷åñêè çíà÷èìîå âëèÿíèå óðîâíÿ ðàçâèòèÿ òåõ✲
íîëîãèè íà ýêîíîìèêó✱ k(t)✖ïîëîæèòåëüíûé ✭âîîáùå ãîâîðÿ✱ ïåðåìåí✲
íûé✮ êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè✳

Ïàðàìåòð L çàäà➻ò íèæíþþ ãðàíèöó y✱ îòðàæàþùóþ ïåðâîíà÷àëü✲
íóþ✱ ïðåäåëüíî íèçêóþ âîçìîæíîñòü òåõíîëîãèè❀ ïàðàìåòð H çàäà➻ò
òåõíîëîãè÷åñêèé ïðåäåë è îòðàæàåò íàèáîëüøèå âîçìîæíîñòè òåõíîëî✲
ãèè✳

➪óäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà îòðåçêå [t1, t2]✳

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì✱ ÷òî óðàâíåíèå ✭✶✳✸✮ ñîäåðæèò 3 ïàðàìåòðà✳
Ïðè èññëåäîâàíèè ëþáîé ìîäåëè â ïåðâóþ î÷åðåäü íóæíî ïîïûòàòüñÿ
óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ✳

Ïðîâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ✿

z(t) = y(t)− L,

✾



òîãäà óðàâíåíèå ✭✶✳✸✮ ïðèìåò âèä

ż(t) = k(t)z(t)
(

H − L− z(t)
)

.

➴ñëè ìû îáîçíà÷èì (H − L) ÷åðåç íîâóþ êîíñòàíòó✱ òî îñòàíåòñÿ
âñåãî 2 ïàðàìåòðà✦ ❰äíàêî â äàííîì ñëó÷àå íà ýòîì ìîæíî íå îñòàíàâ✲
ëèâàòüñÿ è ïðîâåñòè åù➻ îäíó çàìåí②✿

x(t) = z(t)/(H − L).

➘èôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ẋ(t) = a(t)x(t)
(

1− x(t)
)

, ✭✶✳✹✮

ãäå
a(t) = k(t)(H − L).

➮òàê✱ a✖ åäèíñòâåííûé êîýôôèöèåíò✱ âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âñå êî✲
ýôôèöèåíòû èñõîäíîé ìîäåëè✳

➶ íàøåì ñëó÷àå îáëàñòü Ω âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêèå òî÷êè (t, x)✱ ÷òî
t > 0 è 0 6 x 6 1 ✭ðèñ✳ ✶✮✳

Ðèñ✳ ✶✳ ❰áëàñòü✱ â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ✭✶✳✸✮

Ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè a = a(t) ìîæåò
ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì✳ ➴ñëè a = const✱ òî óðàâíåíèå ✭✶✳✹✮ ïðèíèìàåò âèä

ẋ(t) = ax(t)
(

1− x(t)
)

. ✭✶✳✺✮

✶✵



Óðàâíåíèå ✭✶✳✺✮ íàçûâàåòñÿ ëîãèñòè÷åñêèì✱ îíî âïåðâûå áûëî ðàñ✲
ñìîòðåíî áåëüãèéñêèì ìàòåìàòèêîì Ïüåðîì Ôðàíñóà Ôåðõþëüñòîì â
❳■❳ â✳ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ✳ ❐îãè✲
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íàøëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ìîäåëèðîâàíèè áèî✲
ëîãè÷åñêèõ✱ ýêîíîìè÷åñêèõ✱ ñîöèàëüíûõ è ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✳

➘èôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ✭✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì✱ åñëè
âñå åãî êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû ✭íå çàâèñÿò îò âðåìåíè✮✳ ❐îãèñòè÷å✲
ñêîå óðàâíåíèå ✭✶✳✺✮ ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûì✱ à óðàâíåíèå ✭✶✳✹✮ ✖ íåàâòî✲
íîìíûì✳

Ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷ñêîå óðàâíåíèå ✭✶✳✺✮✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî x 6= 0✱
x 6= 1✳ ➶îñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ✿

dx

x(1− x)
= adt.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà✿
∫

dx

x(1− x)
=

∫

adt. ✭✶✳✻✮

Ñïðàâà èìååì
∫

adt = at+ C.

➮íòåãðàë✱ ñòîÿùèé ñïðàâà â âûðàæåíèè ✭✶✳✻✮✱ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæ✲
íûé✳ ➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû åãî âû÷èñëèòü✱ ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà✲
æåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè✿

1

x(1− x)
=

A

x
+

B

1− x
.

❮àéä➻ì êîýôôèöèåíòû A è B✱ ïðèâåäÿ âûðàæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà
îò çíàêà ðàâåíñòâà â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ê îäíîìó çíàìåíàòåëþ✿

A

x
+

B

1− x
=

A(1− x) + Bx

x(1− x)
=

=
A+ (B − A)x

x(1− x)
=

1

x(1− x)
.

➬íàìåíàòåëè âûðàæåíèé ðàâíû✱ ïîýòîìó äîëæíû áûòü ðàâíû è ÷èñ✲
ëèòåëè✱ ñëåäîâàòåëüíî✱

1 = A+ (B − A)x. ✭✶✳✼✮

✶✶



➶ûðàæåíèå ✭✶✳✼✮ ✖ íå óðàâíåíèå✱ à òîæäåñòâî✱ ò✳ å✳ îíî äîëæíî âû✲
ïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x✱ à ýòî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå✱ åñëè

A = 1,

B − A = 0.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ýëåìåíòàðíî✿

A = B = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî✱
1

x(1− x)
=

1

x
+

1

1− x
.

Ðàçëîæèâ òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå✱ åãî óæå ëåãêî ïðîèíòåãðèðî✲
âàòü✿

∫

dx

x(1− x)
=

∫

dx

x
+

∫

dx

1− x
=

=

∫

dx

x
−
∫

d(1− x)

1− x
=

= ln |x| − ln |1− x| = ln

∣

∣

∣

∣

x

1− x

∣

∣

∣

∣

.

➮òàê✱ âûðàæåíèå ✭✶✳✻✮ ïðèíèìàåò âèä

ln

(

x

1− x

)

= at+ C.

➬àìåòèì✱ ÷òî ìû îïóñòèëè ìîäóëü✱ òàê êàê â îáëàñòè Ω ïîäìîäóëü✲
íîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî✳

❮àøà öåëü ✖ âûÿñíèòü✱ êàê çàâèñèò óðîâåíü âëèÿíèÿ òåõíîëîãèè îò
âðåìåíè✱ òî åñòü íàéòè ôóíêöèþ x = x(t)✱ ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì ïîëó✲
÷åííîå âûðàæåíèå✿

(

x(t)

1− x(t)

)

= eat+C = eCeat.

❰áîçíà÷èì ÷åðåç C1 âûðàæåíèå eC ✳ Ñëåäóåò èìåòü â âèäó✱ ÷òî
C1 > 0✳

➮òàê✱
x(t)

1− x(t)
= C1e

at.

✶✷



Ðàçðåøèì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî x✿

x(t) = 1− 1

1 + C1eat
. ✭✶✳✽✮

➶ûðàæåíèå ✭✶✳✽✮ îïèñûâàåò ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â îá✲
ëàñòè Ω✱ îäíàêî ýòî åù➻ íå âñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå✲
íèÿ ✭✶✳✺✮✳ ➘åëî â òîì✱ ÷òî ìû ïðåäïîëàãàëè x(t) 6= 0 è x(t) 6= 1✳ ➴ñëè
æå ñóùåñòâóåò ÷èñëî t∗ òàêîå✱ ÷òî x(t∗) = 0 ✭èëè x(t∗) = 1✮✱ òî x(t) ≡ 0
✭èëè x(t) ≡ 1✮✳

➴ñëè x òîæäåñòâåííî ðàâíî îäíîìó èç ýòèõ çíà÷åíèé✱ òî òàêàÿ ïî✲
ñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ✲
íåíèÿ✳

Ðåøåíèå x(t) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû ✭✶✳✽✮ ïîäñòàíîâêîé C1 = 0✱
ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé ôîðìàëüíî ìîæíî âêëþ÷èòü â ñåìåéñòâî ✭✶✳✽✮✱ ïðè✲
íÿâ C1 ∈ [0,∞)✳

❮à ðèñ✳ ✷ èçîáðàæåíû íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíå✲
íèÿ ✭✶✳✻✮ ïðè a = 2✳

Ðèñ✳ ✷✳ ➮íòåãðàëüíûå êðèâûå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

✶✸



Ïðîâåä➻ì îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ è çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå
èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✿

y(t) = H − H − L

1 + C1e
kt

H−L

, ✭✶✳✾✮

ãäå C1 > 0 è y(t) ≡ H✳

Ïðèìåð ✶✳✶✳ Ïóñòü L = 10✱ H = 90✱ k = 2✳
Ïîñòàâèì çàäà÷ó ✃îøè✿ îòûñêàòü ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíî✲

ãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè y(0) = 50✳
➶î✲ïåðâûõ✱ çàìåòèì✱ ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è êîððåêòíà✱ òàê êàê x(0)

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [L,H]✳ ➪îëåå òîãî✱ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå íå ñîâïàäà✲
åò íè ñ âåðõíåé✱ íè ñ íèæíåé ãðàíèöåé îòðåçêà✱ ïîýòîìó ðåøåíèå èùåòñÿ
â âèäå ✭✶✳✾✮

50 = y(0) = 90− 80

1 + C1
,

ñëåäîâàòåëüíî✱ C1 = 1✳

❮àõîæäåíèå ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✹✮ íå èìååò ïðèí✲
öèïèàëüíûõ îòëè÷èé✳ ➶ìåñòî ✭✶✳✻✮ èìååì

∫

dx

x(1− x)
=

∫

a(t)dt,

ïîýòîìó åäèíñòâåííîå óñëîæíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî íóæíî âû÷èñ✲
ëèòü åù➻ è ïðàâûé èíòåãðàë✳

✶✳✸✳ ❰ñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ

➴ñëè ìîäåëèðóåìàÿ âåëè÷èíà y = y(t) èçìåíÿåòñÿ ÷åðåç ôèêñèðî✲
âàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè h✱ òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ôóíê✲
öèþ íå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè✱ à ëèøü â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ✿

t0 = 0, t1 = h, t2 = 2h, . . . tn = nh, . . .

❰áîçíà÷èì x(n) = y(nh) ïðè n ∈ N0✳
Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ✭ÐÓ✮ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå✱ ñâÿçû✲

âàþùåå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â ðàçíûå äèñêðåòíûå ìîìåíòû
âðåìåíè✳

✶✹



Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x(n) = f
(

x(n− 1), x(n− 2), x(n− k), n
)

. ✭✶✳✶✵✮

❰áðàòèòå âíèìàíèå íà òî✱ ÷òî ïåðâûå k ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f ✖
ýòî çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â ïðåäûäóùèå k ìîìåíòîâ âðåìåíè✱
à ïîñëåäíÿÿ ïåðåìåííàÿ n èãðàåò ðîëü âðåìåíè✳

➴ñëè ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò îò n✱ òî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íàçûâà✲
åòñÿ àâòîíîìíûì✳

➶ îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàç✲
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ íåâîçìîæíî çàäàòü â îäèí ìîìåíò
âðåìåíè✿ äëÿ òîãî✱ ÷òîáû íàéòè x(n) ïî ôîðìóëå ✭✶✳✶✵✮✱ íóæíî çíàòü
çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè â ïðåäûäóùèõ k òî÷êàõ✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ÷èñëî
k õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñâîáîäû óðàâíåíèÿ ✭ñòðîãî ãîâîðÿ✱ ✖ ýòî ðàç✲
ìåðíîñòü áàçèñà ðåøåíèÿ✮✱ ïîýòîìó ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðàç✲

íîñòíîãî óðàâíåíèÿ✳

✃ðîìå òîãî✱ k õàðàêòåðèçóåò åù➻ è ➽ãëóáèíó ïàìÿòè➾ óðàâíåíèÿ✱
ò✳ å✳ òî✱ íàñêîëüêî îòäàë➻ííîå ïðîøëîå ïðîöåññà ìîæåò âëèÿòü íà åãî
ýâîëþöèþ â íàñòîÿøåì✳ ➬äåñü ìû âèäèì åù➻ îäíî êëþ÷åâîå îòëè÷èå îò
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✿ èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñò✲
íûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ✳

➶ ýêîíîìèêå✱ áèîëîãèè✱ òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ðå✲
àêöèÿ ìíîãèõ ñèñòåì íà èçìåíåíèå âåëè÷èí å➻ ïîêàçàòåëåé ïðîèñõîäèò
íå ìãíîâåííî✱ ïîýòîìó óðàâíåíèÿ✱ ó÷èòûâàþùèå ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ✱
áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàþò òàêèå ïðîöåññû✳ Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ✖ íàèáîëåå ïðîñòîé îáúåêò✱ âêëþ÷àþùèé
â ñåáÿ çàïàçäûâàíèå✱ ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå
â ýòèõ îòðàñëÿõ çíàíèÿ✳

✶✳✹✳ ➬àäà÷à î ïðîöåíòàõ ïî âêëàäó

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ýêîíî✲
ìèêå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î íà÷èñëåíèÿõ ïðîöåíòîâ ïî âêëàäó✳ ✃àê ïðàâèëî✱
íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ ïðîõîäèò åæåìåñÿ÷íî✱ à â ïåðèîä ìåæäó äâóìÿ
íà÷èñëåíèÿìè ñóììà âêëàäà íå èçìåíÿåòñÿ✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî êëèåíò áàíêà ñäåëàë âêëàä íà ñóììó 1 ìëí✳ ðóá✲
ëåé 1✲îãî ÿíâàðÿ 2020✲ãî ãîäà✳ ➪àíê óâåëè÷èâàåò ñóììó âêëàäà íà 3%

✶✺



10✲ãî ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà✳ Òðåáóåòñÿ íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñè✲
ìîñòü ñóììû âêëàäà îò êîëè÷åñòâà ïðîøåäøèõ ñ ìîìåíòà îôîðìëåíèÿ
âêëàäà ìåñÿöåâ✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç x(n) ñóììó âêëàäà ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ✱ òîãäà ïî îïðå✲
äåëåíèþ x(0) = 1 000 000 ð✳

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü✱ ÷òî x(n)✖ ýòî ñóììà âêëàäà 2✲ãî ÷èñëà êàæäîãî
ìåñÿöà✳ Òî åñòü êàæäûé ìåñÿö â îäèí è òîò æå äåíü ìû îáðàùàåìñÿ â
áàíê äëÿ òîãî✱ ÷òîáû óçíàòü ñóììó âêëàäà✳ ❒åæäó äâóìÿ òàêèìè îáðà✲
ùåíèÿìè ïðîèñõîäèò ïîïîëíåíèå âêëàäà íà 3% ✱ ò✳ å✳

x(n) = q · x(n− 1), ✭✶✳✶✶✮

ãäå q = 1, 03✳
❒û âèäèì✱ ÷òî

{

x(n)
}

✖ ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü✱ êàæäûé ÷ëåí êî✲
òîðîé â q ðàç áîëüøå ïðåäûäóùåãî✳ ➮íûìè ñëîâàìè✱

{

x(n)
}

✖ ýòî ãåî✲
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q✳ ❰áùèé ÷ëåí✼ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè èìååò âèä

x(n) = x0 · qn. ✭✶✳✶✷✮

➴ñëè ìû õîòèì âû÷èñëèòü ðàçìåð âêëàäà íà 17✲å àâãóñòà 2025 ã✳✱
òî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ïðîøåäøèõ ìåñÿöåâ è ïðèìåíèòü
ôîðìóëó ✭✶✳✶✷✮✳ ❮à 2✲å àâãóñòà 2025 ã✳ ïðîøëî 68 ìåñÿöåâ✱ íà÷èíàÿ ñ äàòû
2✲å ÿíâàðÿ 2020 ã✳✱ îäíàêî ìåæäó 2✲ì è 17✲ì ÷èñëîì ïðîèçîøëî åù➻ îäíî
ïîâûøåíèå ïðîöåíòà✱ ïîýòîìó n = 69✳ Ïîëó÷àåì îòâåò

x(69) = 106 · (1, 03)69 ≈ 7 687 205, 74.

Óñëîæíèì çàäà÷ó è ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî 20✲ãî ÷èñëà êëèåíò ïîïîëíÿåò
ñâîé ñ÷➻ò íà 10 òûñ✳ ð✳ ✃àê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå❄ ➶î✲ïåðâûõ✱ èçìåíèòñÿ
ôîðìóëà ✭✶✳✶✶✮

x(n) = q · x(n− 1) + a, ✭✶✳✶✸✮

ãäå a = 10 000✳
❰áðàòèòå âíèìàíèå íà òî✱ ÷òî â íàøåì ïðèìåðå ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò

âûïëàòà ïðîöåíòà áàíêîì✱ à òîëüêî ïîòîì✖ óâåëè÷åíèå ñóììû âêëàä÷è✲
êîì✳ ➶ ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôîðìóëà áûëà áû äðóãîé✿

x(n) = q · (x(n− 1) + a).

✼Òåðìèí îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îçíà÷àåò ôîðìóëó✱ ñîãëàñíî êîòîðîé
ìîæíî âû÷èñëèòü ëþáîé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî åãî íîìåðó✳

✶✻



Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

x(n)
}

óæå íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèåé✳ ➶û÷èñëèì ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî✲
ñòè✿

x(1) = qx0 + a,

x(2) = qx1 + a = q2x(0) + a(q + 1),

x(3) = qx2 + a = q3x(0) + a(q2 + q + 1),

x(4) = qx3 + a = q4x(0) + a(q3 + q2 + q + 1),

. . .

Óãàäûâàåòñÿ ôîðìóëà

x(n) = qnx(0) + a

n−1
∑

m=0

qm. ✭✶✳✶✹✮

❰ñòàâèì â ñòîðîíå âîïðîñ î òîì✱ ïðàâèëüíî ëè ìû óãàäàëè îáùèé
÷ëåí✳ Ïðåîáðàçóåì ✭✶✳✶✹✮✱ èñïîëüçîâàâ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷å✲
ñêîé ïðîãðåññèè✿

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
qn − 1

q − 1
.

Òîãäà ñîãëàñíî íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëü✲
íîñòè èìååò âèä✽

x(n) = qnx0 + a
qn − 1

q − 1
. ✭✶✳✶✺✮

Òåïåðü äîêàæåì✱ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü✱ âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìó✲
ëå ✭✶✳✶✺✮✱ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✸✮✳

➶î✲ïåðâûõ✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✺✮ ñïðàâåäëèâà ïðè n = 1✳ ➘åéñòâèòåëüíî✱

x(1) = qx(0).

➶î✲âòîðûõ✱ äîêàæåì✱ ÷òî åñëè ÷èñëà

x(1), x(2), . . . x(n− 1),

âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå ✭✶✳✶✺✮✱ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✸✮✱ òî
è ÷èñëî x(n)✱ âû÷èñëåííîå ïî òîé æå ôîðìóëå✱ òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
äàííîãî óðàâíåíèÿ✳

✽Ñëåäóåò íàïîìíèòü✱ ÷òî ýòè ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè q 6= 1✱ ïîýòîìó
äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà✳

✶✼



➘ëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì âûðàæåíèå ✭✶✳✶✺✮ è âûðàæåíèå

x(n− 1) = qn−1x0 + a
qn−1 − 1

q − 1

â ôîðìóëó ✭✶✳✶✸✮✿

qnx(0) + a
qn − 1

q − 1
= q

(

qn−1x(0) + a
qn−1 − 1

q − 1

)

+ a,

qnx(0) + a
qn − 1

q − 1
= qnx(0) + a

qn − q

q − 1
+ a,

qnx(0) + a
qn − 1

q − 1
= qnx(0) + a

qn − 1

q − 1
.

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåò èñòèííîñòü ôîðìóëû ✭✶✳✶✺✮✾✳

➬àìåòèì✱ ÷òî ôîðìóëó ✭✶✳✶✺✮ ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å✳ ➘ëÿ ýòî✲
ãî çàäàìñÿ âîïðîñîì✿ ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ðåøåíèå óðàâ✲
íåíèÿ ✭✶✳✶✸✮ ✖ ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü❄✶✵ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî
x(n) = x∗ ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì öåëîì n✱ òîãäà ñîãëàñíî ôîðìó✲
ëå ✭✶✳✶✸✮ èìååì

x∗ = qx∗ + a,

ñëåäîâàòåëüíî✱

x∗ =
a

1− q
.

Ïîëó÷åííîå íàìè çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðà✲
òîðà F ✱ äåéñòâóþùåãî â R ïî ïðàâèëó F (x) = qx + a✱ èëè ïîëîæåíèåì

ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✸✮✳ Ñìûñë ýòîãî òåðìèíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱
÷òî åñëè x0 ðàâíÿåòñÿ ýòîìó çíà÷åíèþ✱ òî ñèñòåìà✱ ìîäåëèðóåìàÿ óðàâ✲
íåíèåì ✭✶✳✶✸✮✱ íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè✱ è â íåé îòñóòñòâóþò
èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè✳

Ïðîèçâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x(n) = x(n)− x∗

✾➮ñïîëüçîâàííûé íàìè ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè✳
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè â ❬✸❪✳

✶✵Ïîä ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ìàòåìàòèêå íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëü✲
íîñòü✱ ñîñòîÿùóþ èç îäèíàêîâûõ ÷ëåíîâ✳

✶✽



â âûðàæåíèè ✭✶✳✶✸✮✿

x(n) +
a

1− q
= q ·

(

xn−1 +
a

1− q

)

+ a,

x(n) = qx(n− 1). ✭✶✳✶✻✮

➮òàê✱ {x(n)}✖ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ îáùèì ÷ëåíîì✿

x(n) =

(

x0 −
q

1− q

)

qn,

ïîýòîìó

x(n) =

(

x0 −
a

1− q

)

qn +
a

1− q
= qnx0 + a

qn − 1

q − 1
.

➮òàê✱ âåðí➻ìñÿ ê îòâåòó íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó✳
Ñîãëàñíî ôîðìóëå ✭✶✳✶✸✮ 17✲ãî àâãóñòà 2025 ã✳ âêëàä áóäåò ðàâåí

x(69) = 106 · (1, 03)69 + 104
(1, 03)69 − 1

1, 03− 1
≈ 9 916 274, 32.

✶✳✺✳ ❐èíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ïåðâîãî ïîðÿäêà

❐èíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçû✲
âàåòñÿ óðàâíåíèå

ẋ(t) = a(t)x(t) + b(t). ✭✶✳✶✼✮

❐èíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèå âûäåëÿþòñÿ â îñîáûé
êëàññ✳ Ïî÷åìó òàêèì óðàâíåíèÿì óäåëÿåòñÿ òàêîå âíèìàíèå❄ ❰äíà èç
ïðè÷èí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ✖ èíñòðóìåíò èñ✲
ñëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé✳

❰ñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òîáû ïðåäñòàâèòü óðàâíå✲
íèå ✭✶✳✶✮ â âèäå

ẋ(t) = a(t)x(t) + b(t) + g
(

x(t), t
)

. ✭✶✳✶✽✮

➴ñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g äîñòàòî÷íî ìàëû ïðè îïðåäåë➻ííûõ óñëî✲
âèÿõ✱ òîãäà íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✽✮ áóäóò ñîâïà✲
äàòü ñî ñâîéñòâàìè áîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✼✮✳ Ýòîò ïîäõîä íàçû✲
âàåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ✳ Ðàññìîòðèì åãî íà ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëîãèñòè÷å✲
ñêîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✺✮

ẋ(t) = ax(t)
(

1− x(t)
)

.

✶✾



➶ ïàðàãðàôå ✶✳✷ ïîêàçàíî✱ ÷òî ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ïî✲
ñòîÿííûõ ðåøåíèÿ✿

x(t) ≡ 0,

x(t) ≡ 1.

❮à ðèñ✳ ✷ âèäíî✱ ÷òî âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ✭çà èñêëþ÷åíèåì òðè✲
âèàëüíîãî ðåøåíèÿ✮ ïðè t → ∞ óäàëÿþòñÿ îò ïåðâîãî ïîñòîÿííîãî ðåøå✲
íèÿ è ïðèáëèæàþòñÿ êî âòîðîìó✳ ➘îêàçàòü ýòîò ôàêò ëåãêî✱ èìåÿ ÿâíîå
ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ✭✶✳✽✮✱ îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà äèôôåðåíöèàëü✲
íûõ óðàâíåíèé✱ êîòîðûå ìîæíî âñòðåòèòü â ïðèëîæåíèÿõ✱ íåâîçìîæíî
íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ✳

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîñòîÿííîå ðåøåíèå x(t) ≡ 0✳ Ïðåäñòàâèì ëî✲
ãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

ẋ(t) = ax(t)− ax2(t).

➴ñëè x(t) äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íóëþ✱ òî ñëàãàåìîå

−ax2(t)

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñëàãàåìîãî

ax(t)

✱ ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü✱ ÷òî îòáðàñûâàíèå ýòîãî✱ ìåíüøåãî èç
äâóõ ñëàãàåìûõ✱ íåçíà÷èòåëüíî îòðàçèòñÿ íà ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ✳ ❐èíå✲
àðèçîâàííàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

ẋ(t) = ax(t). ✭✶✳✶✾✮

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✾✮ èìååò âèä

x(t) = x(0)eat,

ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå ✭êðîìå íóëåâîãî✮ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
t→∞

∣

∣x(t)
∣

∣ = ∞.

Ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè✱ îä✲
íàêî ó÷àñòêè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ✱ ðàñïîëîæåííûå äîñòàòî÷íî áëèçêî
ê íóëåâîìó ðåøåíèþ✱ âåäóò ñåáÿ ïîõîæèì îáðàçîì è óäàëÿþòñÿ îò íóëå✲
âîãî ðåøåíèÿ✳

✷✵



Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñòîÿííîå ðåøåíèå x(t) ≡ 1✳ Ïðîâåä➻ì çàìåíó
ïåðåìåííûõ✿

y(t) = x(t)− 1,

òîãäà ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ẏ(t) = −a
(

1− y(t)
)

y(t).

❐èíåàðèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ẏ(t) = −ay(t).

➶ñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

y(t) = y(0)e−at

è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ✱ è
lim
t→∞

x(t) = 1

è äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ✳
Ïðèâåä➻ííûå ðàññóæäåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì è íîñÿò

èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð✳ Òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì ñ äîêàçàòåëü✲
ñòâàìè ìîæíî íàéòè â ❬✹❪✳

Ïåðåéä➻ì ê âîïðîñó î ïîèñêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✼✮✳ ➘ëÿ ðåøå✲
íèÿ ýòîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòî✲
ÿííîé ✭ìåòîä ➪åðíóëëè✮✳

❒û áóäåì ïîëàãàòü✱ ÷òî ôóíêöèè a = a(t) è b = b(t) íåïðåðûâíû íà
èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✼✮✳

❰äíîðîäíûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå âèäà

ẋ(t) + a(t)x(t) = 0. ✭✶✳✷✵✮

❐åãêî âèäåòü✱ ÷òî îò óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✼✮ óðàâíåíèå ✭✶✳✷✵✮ îòëè÷àåòñÿ
òåì✱ ÷òî b(t) ≡ 0✳

❒åòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäî✲
âàòåëüíîé ðåàëèçàöèè ñëåäóþùèõ ýòàïîâ✳

✶✳ ❮àõîäèì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✵✮✳ Ýòî óðàâíå✲
íèå â ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ ✭ñì✳ ïàðàãðàô ✶✳✶✮✱ åãî ðåøåíèå
èìååò âèä

x(t) = Ce
−
∫

t

t1
a(s)ds

. ✭✶✳✷✶✮

✷✶



✷✳ ❰áùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ✭✶✳✷✶✮✱
îäíàêî âìåñòî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû C ïîäñòàâèì íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ C = C(t)✳ ➶ ðåçóëüòàòå òàêîé ïîäñòàíîâêè èìååì✿

ẋ(t) + a(t)x(t) =
(

C(t)e−
∫

t

t1
a(s)ds)′ + a(t)C(t)e−

∫

t

t1
a(s)ds =

= C ′(t)e−
∫

t

t1
a(s)ds = b(t),

ñëåäîâàòåëüíî✱

C ′(t) = b(t)e
∫

t

t1
a(s)ds

,

C(t) =

∫

(

b(t)e
∫

t

t1
a(s)ds)

dt.

✸✳ Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå✱ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ
C1 íàéä➻ì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé✳

Ïðèìåð ✶✳✷✳ ❮àéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✿

x′(t) +
x(t)

t
= 3 ln t.

Ðåøåíèå✳ Ñíà÷àëà íàõîäèì ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ✿

x′(t) +
x(t)

t
= 0,

dx

x
= −dt

t
,

ln |x(t)| = − ln |t|+ lnC,

x(t) = C/t.

Òåïåðü ïîëîæèì C = C(t) è ïîäñòàâëÿåì íàéäåííîå ðåøåíèå â íåîä✲
íîðîäíîå óðàâíåíèå✿

(

C(t)

t

)′
+

C(t)

t2
= 3 ln t,

ñëåäîâàòåëüíî✱

C ′(t) = 3t ln t.

✷✷



➶û÷èñëèì C✱ ïðèìåíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì✿

C(t) = 3

∫

t ln t dt = 3

∫

ln t d

(

t2

2

)

=
3t2 ln t

2
−
∫

3t2

2
d(ln t) =

=
3t2 ln t

2
−
∫

3t

2
dt =

3t2 ln t

2
− 3t2

4
+ C1.

❰êîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåøåíèå✿

x(t) =
3t ln t

2
− 3t

4
+

C1

t
. ✭✶✳✷✷✮

✶✳✻✳ ❒îäåëü Õàððîäà✲➘àìàðà

❰äíèì èç íàèáîëåå âëèÿòåëüíûõ ýêîíîìèñòîâ â ïåðâîé ïîëîâèíå ❳❳
â✳ áûë ➘æîí ❒åéíàðä ✃åéíñ✳ ➴ãî èäåè âëèÿëè íå òîëüêî íà ðàçâèòèå ýêî✲
íîìè÷åñêîé òåîðèè✱ íî è íà ïðàêòè÷åñêèå øàãè ïðàâèòåëüñòâ âåäóùèõ
êàïèòàëèñòè÷åñêèõ ñòðàí â ñôåðå ìàêðîýêîíîìèêè✳ Ïðîñòåéøèé âàðè✲
àíò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè✱ îñíîâàííîé íà êåéíñèàíñêîé ìåòîäîëîãèè✱ ✖
ìîäåëü Õàððîäà✲➘àìàðà ❬✺❪✳

Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò äèíàìèêó äîõîäà Y â çàêðûòîé ýêîíîìèêå✳
Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî✿

❼ äîõîä Y ðàâåí ñóììå ïîòðåáëåíèÿ C è èíâåñòèöèé I ✱

❼ ñêîðîñòü ðîñòà äîõîäà ïðîïîðöèîíàëüíàÿ èíâåñòèöèÿì✱ ò✳ å✳
I(t) = BY ′(t)✱ ãäå B ✖êîýôôèöèåíò êàïèòàëî➻ìêîñòè ïðèðîñòà äî✲
õîäà✳

➶ ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

Y = C +BY ′. ✭✶✳✷✸✮

➴ñëè îáú➻ì ïîòðåáëåíèÿ C ïðîïîðöèîíàëåí äîõîäó✱ ò✳ å✳
C(t) = αY (t) ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1)✱ òî óðàâíåíèå ✭✶✳✷✸✮ ïðåä✲
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå àâòîíîìíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Y ′(t) =
1− α

B
Y (t),

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ýëåìåíòàðíî íàõîäèòñÿ✿

Y (t) = Y (0)e
1−α

B
t.

✷✸



➴ñëè îáú➻ì ïîòðåáëåíèÿ C ïîñòîÿíåí✱ òî óðàâíåíèå ✭✶✳✷✸✮ ✖ íåîäíî✲
ðîäíîå ëèíåéíîå àâòîíîìíîå óðàâíåíèå✱ ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

Y (t) = C +
(

Y (0)− C
)

e
t

B .

➬àìåòèì✱ ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

lim
t→∞

∣

∣Y (t)
∣

∣ = ∞

✭çà èñêëþ÷åíèåì âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ Y (t) ≡ C✮ ✖ ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ó
ìîäåëè íåò óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✳ Ýòîò ôàêò ïî✲ðàçíîìó
èíòåðïðåòèðóåòñÿ èññëåäîâàòåëÿìè✿ ëèáî êàê ïðåèìóùåñòâî✱ ëèáî êàê
íåäîñòàòîê â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè çðåíèÿ✳

✃ îñîáåííîñòÿì ìîäåëè îòíîñÿò✿

❼ íóëåâîé èíâåñòèöèîííûé ëàã✱

❼ îòñóòñòâèå âûáûòèÿ êàïèòàëà✱

❼ çàòðàòû òðóäà ïîñòîÿííû âî âðåìåíè èëè âûïóñê ïðîäóêöèè íå çà✲
âèñèò îò çàòðàò òðóäà✱

❼ îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà✳

✶✳✼✳ Óðàâíåíèå ➪åðíóëëè

Ñóùåñòâóåò êëàññ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ êîòî✲
ðûå ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì äîñòàòî÷íî ïðîñòîé çàìåíîé✳

Óðàâíåíèå âèäà

ẋ(t) + p(t)x(t) = q(t)xn(t) ✭✶✳✷✹✮

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ➪åðíóëëè✳
Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà xn(t)✿

x−n(t)ẋ(t) + p(t)x1−n(t) = q(t).

Ïðîâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ✿

x1−n(t) = y(t).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì äàííîå ðàâåíñòâî✿

(1− n)x−n(t)ẋ(t) = ẏ(t).

✷✹



Ñëåäîâàòåëüíî✱ óðàâíåíèå ✭✶✳✷✹✮ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(1− n)ẏ(t) + p(t)y(t) = q(t). ✭✶✳✷✺✮

Óðàâíåíèå ✭✶✳✷✺✮ ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî y✱ ïîýòîìó åãî ìîæíî ðå✲
øèòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé✳ ➬àòåì✱ ïðîâåäÿ îá✲
ðàòíóþ çàìåíó✱ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✹✮✳

Ïðèìåð ✶✳✸✳ ❮àéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✿

ẋ(t) +
x(t)

3t
=

ln t

x2(t)
.

➘îìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 3x2(t)✿

3x2(t)ẋ(t) +
x3(t)

t
= 3 ln t.

Ïðîâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ✿ y(t) = x3(t)✿

ẏ(t) +
y(t)

t
= 3 ln t. ✭✶✳✷✻✮

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✻✮ íàéäåíî âûøå ✭✶✳✷✷✮✳ Ïðîâåäÿ îáðàòíóþ
çàìåíó✱ ïîëó÷àåì îòâåò✿

x(t) =
3

√

3t ln t

2
− 3t

4
+

C1

t
.

✶✳✽✳ ❒îäåëü Ñîëîó

❐àóðåàò íîáåëåâñêîé ïðåìèè Ðîáåðò Ñîëîó â ✶✾✺✻✲îì ã✳ ïðåäëîæèë
ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà✿

ẋ(t) + ax(t) = bxk(t), ✭✶✳✷✼✮

ãäå ÷åðåç x(t) îáîçíà÷åíà ôîíäîâîîðóæ➻ííîñòü òðóäà✳ Ïàðàìåòðû a è b
ïîëîæèòåëüíû✱ ïàðàìåòð k ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1)✳

❒îäåëü Ñîëîó ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü✿

❼ âëèÿíèå íà ðîñò íàöèîíàëüíîãî äîõîäîâ êàê òðóäîâûõ ðåñóðñîâ✱ òàê
è óæå ñîçäàííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ✱

❼ âûáûòèå êàïèòàëà✱

✷✺



❼ ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè òðóäà âñëåäñòâèå íàó÷íî✲òåõíè÷åñêîãî
ïðîãðåññà✳

➘àííàÿ ìîäåëü èìåëà îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàêðîýêîíîìè✲
êè✱ à ðàçëè÷íûå å➻ îáîáùåíèÿ íå ïîòåðÿëè àêòóàëüíîñòü è ïî ñåé äåíü✳

➶ óðàâíåíèè ✭✶✳✷✼✮ ñëàãàåìîå ax(t) îáóñëîâëåíî âûáûòèåì êàïèòàëà✱
à ñëàãàåìîå bxk(t)✖ðîñòîì êàïèòàëîâîîðóæ➻ííîñòè âñëåäñòâèå òåõíè÷å✲
ñêîãî ïðîãðåññà✳ ➶èä ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî îáóñëîâëåí èñïîëüçîâàíèåì
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ✃îááà✲➘óãëàñà✳

Ïîäðîáíûé âûâîä óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✼✮ ìîæíî íàéòè â ❬✺❪✳
Ïðîâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x(t) =
1−k

√

b

a
y(at)

â óðàâíåíèè ✭✶✳✷✼✮✿
ẏ(t) + y(t) = yk(t). ✭✶✳✷✽✮

Óðàâíåíèå ✭✶✳✷✽✮ îòíîñèòñÿ ê êëàññó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
➪åðíóëëè✱ ïîýòîìó åãî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè óêàçíûìè
âûøå ìåòîäàìè✖ ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ íàéòè åãî ñàìîñòîÿòåëüíî â êà✲
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ✳

❰áùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✽✮ èìååò âèä

y(t) =
1−k

√

1 + Ce−(1−k)t

èëè y(t) ≡ 0✳
Ïðîâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ✱ ïîëó÷àåì ðåøåíèå äèôôå✲

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✼✮✿

x(t) = 1−k

√

a

b
+ Ce−

(1−k)t
a

èëè x(t) ≡ 0✳
❰òìåòèì✱ ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ìîäåëè ìîæíî ñíÿòü èëè îñëàáèòü✳ Òàê✱

íàïðèìåð✱ â ðàáîòå ❬✻❪ ó÷ò➻í èíâåñòèöèîííûé ëàã✳

✷✻



Ðèñ✳ ✸✳ ➮íòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✽✮ ïðè k = 1/3

Ðèñ✳ ✹✳ ➮íòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ ✭✶✳✷✽✮ ïðè k = 2/3

✷✼



➹ëàâà ■■✳ Óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ è

ñèñòåìû óðàâíåíèé

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ñðàâíèòåëüíî
ðåäêî✳ ➹îðàçäî ÷àùå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èëè óðàâíåíèÿ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà✳ ➘àííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äèôôåðåíöèàëüíûì è
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà✳

✷✳✶✳ ❐èíåéíîå àâòîíîìíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

❐èíåéíûì îäíîðîäíûì àâòîíîìíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòî✲

ðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò óðàâíåíèå

x(n+ 2) + ax(n+ 1) + bx(n) = 0, ✭✷✳✶✮

ãäå b 6= 0✳
➪óäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ ïðè n = 0, 1, 2, . . .

➬àäà÷à ✃îøè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✶✮✱ óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = x0 è x(1) = x1✳

✃àê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ èùåòñÿ â âèäå x(n) = λn✳

Ýòà ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ✭✷✳✶✮ ïðåâðàùàåò äàííîå óðàâíåíèå â
ñëåäóþùåå✿

λn+2 + aλn+1 + bλn = 0.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî λn✱ ïîëó÷àåì

λ2 + aλ+ b = 0. ✭✷✳✷✮

Óðàâíåíèå ✭✷✳✷✮ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì óðàâ✲
íåíèÿ ✭✷✳✶✮✳

ÏóñòüD✖äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮✳ ➶îçìîæíû ñëåäóþùèå âà✲
ðèàíòû✿

❼ åñëè D > 0✱ òî óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ✿
λ1 è λ2❀

❼ åñëè D = 0✱ òî óðàâíåíèå èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü λ êðàò✲
íîñòè 2❀

✷✽



❼ åñëè D < 0✱ òî óðàâíåíèå èìååò äâà êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ êîð✲
íÿ✿ λ1 è λ2✳

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé D > 0✳ ➴ñëè λ1, λ2 ✖ðàçëè÷íûå êîðíè óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✷✮✱ òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ èìååò âèä

x(n) = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 , ✭✷✳✸✮

ãäå C1, C2 ✖ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû✳
➘ëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè✱ íóæíî íàéòè çíà÷åíèÿ

C1✱ C2 èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé✿
{

C1 + C2 = x0,

C1λ1 + C2λ2 = x1.

Ïðèìåð ✷✳✶✳ ❮àéòè ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè✿

3x(n+ 2) + 2x(n+ 1)− x(n) = 0, n ∈ N0,

x(0) = 7,

x(1) = 1.

✭✷✳✹✮

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

3λ2 + 2λ− 1 = 0. ✭✷✳✺✮

➘èñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ✭✷✳✺✮ ïîëîæèòåëåí✱ êîðíè âåùåñòâåííûå✿

λ1 =
1

3
, λ2 = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî✱ îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✶✵✮ èìååò âèä

x(n) = C1

(

1

3

)n

+ C2(−1)n.

❮àéä➻ì ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû✿






C1 + C2 = 7,

1

3
C1 − C2 = 1.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó✿ C1 = 6✱ C2 = 1✳
➮òàê✱ èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè✿

x(n) =
6

3n
+ (−1)n.

✷✾



Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé D = 0✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå λ✖ åäèíñòâåí✲
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮✱ ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(n) = C1λ

n

óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óðàâíåíèþ✱ îäíàêî îíà ñîäåðæèò òîëüêî îäíó
ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó C1✱ ïîýòîìó ýòî íå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ✳
Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè✱ óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó
óðàâíåíèþ❄

❮à ýòîò âîïðîñ ìîæíî îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî✳ Òàêîé ïîñëåäîâà✲
òåëüíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ✿ x(n) = nλn✳ Óáåäèìñÿ â ýòîì✳

➬àïèøåì óðàâíåíèå ✭✷✳✷✮ â âèäå

x(n+ 2) + ax(n+ 1) + bx(n) = 0.

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ✭✷✳✷✮ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ✿

x(n+ 1) = (n+ 1)λn+1, x(n+ 2) = (n+ 2)λn+2 :

(n+ 2)λn+2 + a(n+ 1)λn+1 + bλn = 0.

Ðàçäåëèâ íà λn✱ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå✿

n(λ2 + aλ+ b) + (2λ+ a) = 0. ✭✷✳✻✮

Ñòåïåíü êîðíÿ λ ðàâíà äâóì✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ
íóë➻ì íå òîëüêî ôóíêöèè f(x) = x2 − ax − b✱ íî è å➻ ïðîèçâîäíîé✿
f ′(x) = 2x − a✳ ➮íûìè ñëîâàìè✱ âûðàæåíèÿ â îáåèõ ñêîáêàõ óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✻✮ ðàâíû íóëþ✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ðåøåíèå óðàâíåíèå ✭✷✳✶✮ èìååò âèä

x(n) = C1λ
n + C2nλ

n,

ãäå C1, C2 ✖ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû✳
➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè✱ íóæíî ðåøèòü ñèñòå✲

ìó óðàâíåíèé✿
{

C1 = x0,

C1λ+ C2λ = x1.

Ïðèìåð ✷✳✷✳ ❮àéòè ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè✿

x(n+ 2)− x(n+ 1) +
1

4
x(n) = 0, n ∈ N0,

x(0) = 3,

x(1) = 1.

✭✷✳✼✮

✸✵



Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ2 − λ+
1

4
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü λ = 1/2 êðàòíîñòè 2✱
ñëåäîâàòåëüíî✱ ðåøåíèå óðàâíåíèå ✭✷✳✼✮ èìååò âèä

x(n) = C1 ·
(

1

2

)n

+ C2 ·
(

1

2

)n

· n.

➘àëåå✱






C1 = 3,

1

2
C1 +

1

2
C2 = 1,

ñëåäîâàòåëüíî✱ C1 = 3 è C2 = −1✳

➮òàê✱ ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ✭✷✳✼✮ èìååò âèä

x(n) =
3− n

2n
.

❮àêîíåö✱ ðàññìîòðèì ñëó÷àé D < 0✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå êîðíè óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✷✮ ✖ äâà êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ ÷èñëà✶✶✿ λ1, λ2✳

➶ ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ✭✷✳✸✮ êîíñòàíòû C1, C2 áóäóò êîì✲
ïëåêñíûìè äàæå â ñëó÷àå✱ åñëè âñå ïàðàìåòðû çàäà÷è âåùåñòâåííûå✱
ïîýòîìó✱ êàê ïðàâèëî✱ èñïîëüçóþò äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå✳ ❮àéä➻ì èíîå
ïðåäñòàâëåíèå✳

➶îñïîëüçóåìñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë✿

λ1 = ρeiϕ, λ2 = ρe−iϕ,

ãäå

❼ ρ =
√

(Reλ1)2 + (Imλ1)2 ✖ìîäóëü ÷èñëà λ1✱

❼ ϕ✖ àðãóìåíò ÷èñëà λ1✳

✶✶❮àïîìíèì✱ ÷òî äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà A è B íàçûâàþò ñîïðÿæ➻ííûìè✱ åñëè
ReA = ReB è ImA = − ImB✳

✸✶



➘ëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ1 íóæíî ðå✲
øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé✿

{

ρ cosϕ = Reλ1,

ρ sinϕ = Imλ1.
✭✷✳✽✮

Ñèñòåìà ✭✷✳✽✮ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé✿ åñëè ϕ1 óäîâëåòâî✲
ðÿåò ñèñòåìå ✭✷✳✽✮✱ òî è ÷èñëî ϕ2 = ϕ1 + 2πn óäîâëåòâîðÿåò ýòîé æå
ñèñòåìå✳ ➶îîáùå ãîâîðÿ✱ öåëîå ÷èñëî n ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî✱ îä✲
íàêî ðåêîìåíäóåì âûáèðàòü åãî òàê✱ ÷òîáû ÷èñëî ϕ ïðèíàäëåæàëî ìíî✲
æåñòâó (−π, π]✖ â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî ϕ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà✳
❒îäóëü ñîïðÿæ➻ííîãî ÷èñëà λ2 ðàâåí ρ✱ àðãóìåíò ðàâåí−ϕ✱ ïîýòîìó

íà ïðàêòèêå óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

ϕ = arctg
Imλ1

Reλ1
+ πk,

ãäå öåëîå ÷èñëî k äîëæíî áûòü âûáðàíî òàê✱ ÷òîáû çíàê cosϕ ñîâïàäàë
ñî çíàêîì ÷èñëà Reλ1✳

➴ñëè Reλ1 = 0✱ òî ϕ = π/2✳
➮òàê✱ ôîðìóëà ✭✷✳✸✮ ïðèìåò âèä

x(n) = C1 · ρn · eiϕn + C2 · ρn · e−iϕn.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ýéëåðà✶✷ äëÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ✿

x(n) = C1 · ρn
(

cos(ϕn) + i sin(ϕn)
)

+ C2 · ρn
(

cos(ϕn)− i sin(ϕn)
)

=

= (C1 + C2)ρ
n cos(ϕn) + i(C1 − C2)ρ

n sin(ϕn).

❰áîçíà÷èâ
K1 = C1 + C2, K2 = i(C1 − C2),

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

x(n) = ρn(K1 · cos(ϕn) +K2 · sin(ϕn)). ✭✷✳✾✮

➘ëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò K1 è K2✱
ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé✿

{

K1 = x0,

K1 · cosϕ+K2 · sinϕ = x1/ρ.
✶✷➘ëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ϕ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî eiϕ = cosϕ+ i sinϕ✳

✸✷



Ïðèìåð ✷✳✸✳ ❮àéòè ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè

x(n+ 2)− x(n+ 1) +
1

3
x(n) = 0, n ∈ N0,

x(0) = 1,

x(1) = 1.

✭✷✳✶✵✮

Ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2 − λ+
1

3
= 0 ✭✷✳✶✶✮

äèñêðèìèíàíò D = −1/3 îòðèöàòåëåí✱ ïîýòîìó êîðíè êîìïëåêñíûå✿

λ1 =
1

2
+

i

2
√
3
,

λ2 =
1

2
− i

2
√
3
.

❮àéä➻ì ìîäóëè è àðãóìåíòû êîðíåé✿

ρ =

√

(

1

2

)2

+

(

1

2
√
3

)2

=

√

1

4
+

1

12
=

1√
3
.

ϕ = arctg

(

1

2
√
3
÷ 1

2

)

+ πk = arctg

√
3

3
+ πk =

π

6
+ πk.

➴ñëè k✖÷➻òíî✱ òî cosϕ > 0✱ à åñëè k✖íå÷➻òíî✱ òî cosϕ < 0✳ ➮ìååì
Reλ1 > 0✱ ïîýòîìó cosϕ > 0✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ k ìîæíî ïîëîæèòü ëþáûì
÷➻òíûì ÷èñëîì✳ Ïóñòü k = 0✱ òîãäà ϕ = π

6 áóäåò ãëàâíûì çíà÷åíèåì
àðãóìåíòîì ÷èñëà λ1✳

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà êîðíåé èìååò âèä

λ1 =
1√
3
ei

π

6 ,

λ2 =
1√
3
e−iπ6 .

➬àïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✶✮✿

x(n) =

(

1√
3

)n
(

K1 cos
πn

6
+K2 sin

πn

6

)

.

✸✸



❮àéä➻ì êîíñòàíòû✿


















(

1√
3

)0

(K1 cos 0 +K2 sin 0) = 1,

(

1√
3

)1
(

K1 cos
π

6
+K2 sin

π

6

)

= 1.











K1 = 1,
(

1√
3

)

(√
3K1

2
+

K2

2

)

= 1.

K1 = 1, K2 =
√
3.

➬àïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè✿

x(n) =

(√
3

3

)n
(

cos
πn

6
+
√
3 · sin πn

6

)

.

✷✳✷✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé✱ îïèñûâàþùèõ òîò èëè èíîé ïðîöåññ✱
âàæíî íå òîëüêî íàéòè ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòå✲
ìû óðàâíåíèé✱ íî è èçó÷èòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå✳
Ýòà çàäà÷à îñîáåííî àêòóàëüíà â òîì ñëó÷àå✱ åñëè íàõîæäåíèå òî÷íîãî
ðåøåíèÿ òðåáóåò áîëüøèõ óñèëèé èëè â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî✳

Ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé✱
îïðåäåë➻ííûõ íà íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè✱ íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷å✲

ñêèìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ✳

➘ëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âû✲
äåëèòü ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà✿

❼ îãðàíè÷åííîñòü✱

❼ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ✭êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî✮✱

❼ îñöèëëÿöèÿ✳

✸✹



❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✳ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(n)} íàçûâàåòñÿ îãðàíè✲

÷åííîé✱ åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå✱ ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N0 èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî✿ |x(n)| < M ✳

❮àïðèìåð✱ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{sinn} , {(−1)n} ,
{

1000n2

n2 + n+ 1

}

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûì✱ à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ln ln lnn} , {(1.001)n} ,
{

n · sin
(πn

2

)}

íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè✳

➹åîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ {qn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè |q| 6 1✳

➚ñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ îïðåäåëÿåòñÿ
ðàñïîëîæåíèåì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ✭✷✳✷✮✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱
äëÿ òîãî✱ ÷òîáû ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ áûëî îãðàíè÷åíî✱ íåîáõî✲
äèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû ìîäóëè êîðíåé óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮ áûëè íå áîëüøå
åäèíèöû✳

➶ñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ïðèìåðàõ ✷✳✶✱ ✷✳✷✱ ✷✳✸ îãðàíè÷åíû✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✷✳ ➹îâîðÿò✱ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(n)} èìååò
ïðåäåëîì ÷èñëî a ✭ñõîäèòñÿ ê a✮✱ åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó✲
åò N = N(ε) òàêîå✱ ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî✿
∣

∣x(n)− a
∣

∣ < ε✳

❮àïðèìåð✱ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

1

n

}

, {(0.99)n} ,
{

sinn√
n

}

ñõîäÿòñÿ✱ à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{(−1)n} , {sinn} ,
{

n(−1)n
}

íå ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ✳

➹åîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ {qn} ñõîäèòñÿ ê íóëþ â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå✱ åñëè |q| < 1✳

✸✺



➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ ñòðåìèëîñü ê íóëþ✱
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû ìîäóëè êîðíåé óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮ áûëè
ìåíüøå åäèíèöû✳

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ ìîæåò ñõîäèòüñÿ è ê äðóãîìó✱ íåíóëåâîìó
÷èñëó✳ Ýòî âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮
ðàâåí åäèíèöå✱ à ìîäóëü âòîðîãî ✖ ìåíüøå åäèíèöû✳

➶ ïðèìåðå ✷✳✶ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàñõîäèòñÿ✱ à â ïðèìåðàõ ✷✳✷✱ ✷✳✸ ✖
ñõîäèòñÿ ê íóëþ✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✸✳ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(n)} îñöèëëèðóåò✱ åñëè
äëÿ ëþáîãî m íàéä➻òñÿ n > m òàêîå✱ ÷òî x(n)x(n+ 1) 6 0✳

❮àïðèìåð✱ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{(−2)n, sin(3n), 1− (−1)n}
ÿâëÿþòñÿ îñöèëëèðóþùèìè✱ à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{

2n,
1

n
, (n− 1)(n− 2)...(n− 100)

}

íå ÿâëÿþòñÿ îñöèëëèðóþøèìè✳
Ïóñòü q✖ âåùåñòâåííîå ÷èñëî✳ Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

{qn} ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå✱ åñëè q < 0✳

➴ñëè q✖êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ íåíóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ✱ òî îñöèë✲
ëèðóþùåé ÿâëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Re qn}✱ òàê è {Im qn}✳

❮åíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✮ îñöèëëèðóåò â ñëåäóþùèõ ñëó✲
÷àÿõ✿

❼ åñëè êîðíè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮ èìåþò íåíóëåâóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü✱

❼ åñëè îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮ îòðèöàòåëüíû ✭è âåùåñòâåííû✮✱

❼ åñëè îäèí êîðåíü îòðèöàòåëåí✱ à âòîðîé✖ íåîòðèöàòåëåí✱ íî ìîäóëü
îòðèöàòåëüíîãî êîðíÿ áîëüøå✱ ÷åì íåîòðèöàòåëüíîãî✱ è êîýôôèöè✲
åíò ïðè ýòîì êîðíå îòëè÷åí îò íóëÿ✳

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ✳ Ïóñòü λ1 < 0 6 λ2✱ òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {C1λ

n
1} îñöèëëèðóåò✱ à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {C2λ

n
2}

íå îñöèëëèðóåò✳ Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2

✸✻



ìîæåò êàê îñöèëëèðîâàòü✱ òàê è íåò✳
➴ñëè |λ1| > λ2 > 0 è C1 6= 0✱ òî

xn = λn
1

(

C1 + C2

(

λ2

λ1

)n)

.

➮ìååì

lim
n→∞

(

λ2

λ1

)n

= 0,

ñëåäîâàòåëüíî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n çíàêè xn ñîâïàäàþò
ñî çíàêàìè λn

1 ✱ ò✳ å✳ ÷åðåäóþòñÿ✳
➶ ïðèìåðàõ ✷✳✶✱ ✷✳✸ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îñöèëëèðóåò✱ à â ïðèìå✲

ðå ✷✳✷ ✖ íå îñèëëèðóåò✳

✷✳✸✳ ❒îäåëü Ñàìóýëüñîíà✲Õèêñà

❒îäåëü Ñàìóýëüñîíà✲Õèêñà ✖ îñíîâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ êåéíñèàíñêàÿ
ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêèõ öèêëîâ✳ Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé âàðèàíò ýòîé ìî✲
äåëè✳ Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ✿

❼ óðîâåíü íàöèîíàëüíîãî äîõîäà âëèÿåò íà ïîòðåáëåíèÿ ñ çàïàçäûâà✲
íèåì✿

C(n) = bY (n− 1) + C,

ãäå b ∈ (0, 1)✱ C ✖íèæíèé óðîâåíü íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëå✲
íèÿ✱

❼ ïðåäïðèíèìàòåëè îñóùåñòâëÿþò èíâåñòèöèè✱ îðèåíòèðóÿñü íà ïðè✲
ðàùåíèå íàöèîíàëüíîãî äîõîäà â ïðåäûäóùåì îò÷➻òíîì ïåðèîäå✿

I(n) = a
(

Y (n− 1)− Y (n− 2)
)

+ I,

ãäå a > 0✖êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè✱ èìåíóåìûé àêñåëå✲

ðàòîðîì✱ I ✖èíâåñòèöèè✱ íå çàâèñÿùèå îò íàöèîíàëüíîãî äîõîäà✳

Òîãäà èç ðàâåíñòâà íàöèîíàëüíîãî äîõîäà ñóììå ïîòðåáëåíèÿ è èí✲
âåñòèöèé âûòåêàåò óðàâíåíèå

Y (n)− (a+ b)Y (n− 1) + aY (n− 2) = C + I. ✭✷✳✶✷✮

❮àéä➻ì ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå✱ ïîäñòàâèâ Y (n) ≡ Y ∗ â ✭✷✳✶✷✮✿

Y ∗ = (k + a)Y ∗ − aY ∗ + C + I,

✸✼



ñëåäîâàòåëüíî✱

Y ∗ = (C + I)/(1− b).

Ïðîâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ x(n) = Y (n)− Y ∗ è ïåðåïèøåì óðàâ✲
íåíèå ✭✷✳✶✷✮ â âèäå

x(n)− (a+ b)x(n− 1) + ax(n− 2) = 0. ✭✷✳✶✸✮

➮ññëåäóåì✱ êàê âëèÿåò èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ a è b íà àñèìïòîòè÷å✲
ñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮✳

➶î✲ïåðâûõ✱ èçó÷èì✱ ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ëþáîå ðåøå✲
íèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ äàííûõ✳ ✃àê ìû çíàåì✱
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱
åñëè îáà êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2 − (a+ b)λ+ a = 0 ✭✷✳✶✹✮

ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà✳

Ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ êîðíè óðàâ✲
íåíèÿ ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî ✭ò✳ å✳ ìàëîìó èçìåíåíèþ çíà÷åíèé ïàðàìåò✲
ðîâ ñîîòâåòñòâóåò ìàëîå èçìåíåíèå êîðíåé✮✳

❮àì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îáëàñòü D✱ ñîäåðæàùóþ òàêèå òî÷êè
(a, b)✱ ÷òî a > 0 è b ∈ (0, 1)✳ ✃àæäàÿ òî÷êà ýòîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò
óðàâíåíèþ ✭✷✳✶✹✮ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ✳

➘îïóñòèì✱ ìû âûáðàëè äâå òî÷êèM1 èM2✱ ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè
D✱ è ñîåäèíèëè èõ ïðîñòîé ✭ò✳ å✳ íå èìåþùåé ïåòëåé✮ íåïðåðûâíîé êðèâîé
C✳ Ïóñòü òî÷êà M äâèæåòñÿ îò òî÷êè M1 äî òî÷êè M2 âäîëü êðèâîé C✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî â òî÷êå M1 îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✹✮ ëåæàò â
åäèíè÷íîì êðóãå✱ à â òî÷êåM2 ✖íåò✳ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
M3✱ òàêàÿ✱ ÷òî õîòÿ áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✹✮ ëåæèò íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè✳ ➮íûìè ñëîâàìè✱ êîðíè íå ìîãóò ➽ïåðåïðûãíóòü ãðàíèöó➾✿
åñëè â íà÷àëå ïóòè êîðåíü áûë âíóòðè êðóãà✱ à â êîíöå îêàçàëñÿ ñíàðóæè✱
òî â êàêîé✲òî ìîìåíò îí äîëæåí áûë ïåðåñå÷ü ãðàíèöó✳

Òàêèì îáðàçîì✱ äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü✱ ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà✲
ìåòðîâ a è b âñå êîðíè ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà✱ íóæíî ðåøèòü
áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó✿ íàéòè óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû✱ ïðè êîòîðûõ õîòÿ
áû îäèí êîðåíü ëåæèò íà åäèíè÷íîì êðóãå✳

✸✽



Ïîäñòàâèì z = eiϕ â óðàâíåíèå ✭✷✳✶✹✮✿

e2iϕ − (a+ b)eiϕ + a = 0.

Ðàçäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ✿
{

cos 2ϕ− (a+ b) cosϕ+ a = 0,

sin 2ϕ− (a+ b) sinϕ = 0.

Ïåðåïèøåì äàííóþ ñèñòåìó✱ èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà✿
{

(2 cosϕ− (a+ b)
)

cosϕ = 1− a,

(2 cosϕ− (a+ b)
)

sinϕ = 0.
✭✷✳✶✺✮

➶òîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✶✺✮ âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ✿ åñëè

sinϕ = 0 ✭✷✳✶✻✮

èëè

2 cosϕ− (a+ b) = 0 ✭✷✳✶✼✮

➶ ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ✭✷✳✶✻✮ èìååì ϕ = πn✱ ãäå n ∈ N✳
Òîãäà cosϕ = (−1)n✱ ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèå ✭✷✳✶✺✮ ïðèíèìàåò âèä

b+ a = (−1)n(a+ 1). ✭✷✳✶✽✮

➴ñëè n✖íå÷➻òíîå ÷èñëî✱ òî âûðàæåíèå ✭✷✳✶✽✮ ïðèíèìàåò âèä

b+ a = −(a+ 1)

è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷å✲
íèÿõ a è b✳

➴ñëè n✖÷➻òíîå ÷èñëî✱ òî âûðàæåíèå ✭✷✳✶✽✮ ïðèíèìàåò âèä b = 1 è✱
ñëåäîâàòåëüíî✱ òîæå íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêîì b < 1✳

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ✭✷✳✶✼✮✳ Ïîäñòàâèâ ýòî âû✲
ðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✶✺✮✱ ïîëó÷àåì a = 1✱ ñëåäîâà✲
òåëüíî✱ âåëè÷èíà b = 2 cosϕ− 1 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−1, 1]✳

Òàêèì îáðàçîì✱ óðàâíåíèå ✭✷✳✶✹✮ èìååò êîðåíü íà åäèíè÷íîì êðóãå
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè a = 1✳ ➮íûìè ñëîâàìè✱ ïðÿìàÿ a = 1
ðàçäåëÿåò îáëàñòü D íà äâå îáëàñòè✿ ëåâóþ è ïðàâóþ✳

✸✾



Ðàññìîòðèì ëåâóþ îáëàñòü✳ Ýòà îáëàñòü ñîäåðæèò òî÷êó (1/4, 3/4)✳
➶ ýòîé òî÷êå óðàâíåíèå ✭✷✳✶✹✮ ïðèíèìàåò âèä

λ2 − λ+ 1/4 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü λ = 1/2 êðàòíîñòè 2✱ ñëåäîâàòåëüíî✱
ëþáîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå✱
êîðíè êîòîðîãî ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà✳

Ïðàâàÿ îáëàñòü ñîäåðæèò òî÷êó (9/4, 1/4)✳ Ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 − 3λ+ 9/4 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü λ = 3/2 êðàòíîñòè 2✱ ñëåäîâàòåëüíî✱
ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D2 ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå✱
êîðíè êîòîðîãî ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà✳

➮òàê✱ ñëåâà îò ïðÿìîé a = 1 ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✶✸✮ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ à ñïðàâà îò ýòîé ïðÿìîé ëþáîå ðåøåíèå
íå îãðàíè÷åíî ✭è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✮✳

Ðèñ✳ ✺✳ Ïðÿìàÿ a = 1

✃àê âåä➻ò ñåáÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà ñàìîé ïðÿìîé❄ Õàðàêòåðèñòè✲
÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ2 − (1 + b)λ+ 1 = 0.

✹✵



➘èñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ìåíüøå íóëÿ✱ ïîýòîìó óðàâíåíèå
èìååò äâà êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ êîðíÿ✿ λ1 è λ2✳ Ñîãëàñíî òåîðåìå
➶èåòà λ1λ2 = 1✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ |λ1| = |λ2| = 1✳

➮òàê✱ íà ïðÿìîé a = 1 óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✹✮ èìååò ïàðó êîìïëåêñíûõ
êîðíåé✱ ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ ëþáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮ îãðàíè÷åííî✱ îäíàêî ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå íå èìååò
ïðåäåëà✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ìû íå ïîëó÷èëè íå òîëüêî óñëîâèÿ òîãî✱ êîãäà ëþáîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮ èìååò ïðåäåë✱ íî è òîãî✱ êîãäà ëþáîå ðåøåíèå
îãðàíè÷åííî✳

❮àêîíåö✱ èññëåäóåì îñöèëëÿöèþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮✳
❐þáîå ðåøåíèå îñöèëëèðóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè õàðàê✲

òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ êîðíåé✳
Ïóñòü â òî÷êå M1 óðàâíåíèå èìåëî ïàðó êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ

êîðíåé✱ à â òî÷êå M2 ✖ïàðó ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé✳ Òîãäà íà
êðèâîé✱ ñîåäèíÿþùåé òî÷êèM1 è M2✱ ëåæèò òî÷êà M3✱ â êîòîðîé õàðàê✲
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè 2✳
➮íûìè ñëîâàìè✱ ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïàðà
êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ êîðíåé ➽èñ÷åçàåò➾ òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå✿ åñ✲
ëè ýòè êîðíè ➽ñëèïàþòñÿ➾ íà âåùåñòâåííîé îñè✳

➬àïèøåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âåùåñòâåííîãî êîðíÿ êðàòíîñòè 2
ó óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✮✿

{

λ2 − (a+ b)λ+ a = 0,

(λ2 − (a+ b)λ+ a)′ = 0.
{

λ2 − (a+ b)λ+ a = 0,

2λ− (a+ b) = 0.

➶ûðàçèì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ λ = (a+ b)/2 è ïîäñòàâèì â ïåðâîå✿
(

a+ b

2

)2

− (a+ b)
a+ b

2
+ a = 0,

ñëåäîâàòåëüíî✱
b = −a± 2

√
a.

✃îëü ñêîðî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ b✱ ïî✲
ëó÷àåì

b = 2
√
a− a, ✭✷✳✶✾✮

✹✶



ïðè÷➻ì ïàðàìåòð a ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, 2]✳
➮òàê✱ ïàðàáîëà ✭✷✳✶✾✮ ðàçäåëÿåò D íà äâå îáëàñòè ✭ñì✳ ðèñ✳ ✻✮✳ ❰á✲

ëàñòü✱ ðàñïîëîæåííàÿ íèæå ïàðàáîëû✱ ñîäåðæèò òî÷êó (1, 1/2)✱ êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 − 3

2
λ+ 1 = 0,

äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî îòðèöàòåëåí✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â ýòîé îáëàñòè âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮ îñöèëëèðóþò✳

❰áëàñòü✱ ðàñïîëîæåííàÿ âûøå ïàðàáîëû ✭✷✳✶✾✮✱ ñîäåðæèò òî÷êó
(4, 1/2)✳ Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ýòîé òî÷êå èìååò ïîëîæèòåëü✲
íûé äèñêðèìèíàíò✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ â ýòîé îáëàñòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíå✲
íèÿ ✭✷✳✶✸✮ íå îñöèëëèðóþò✳

❮à ñàìîé ïàðàáîëå ✭✷✳✶✾✮ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮ òîæå íå îñöèë✲
ëèðóþò✱ åäèíñòâåííûé êîðåíü ✖ âåùåñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé✳

➮òàê✱ âñþ îáëàñòüD ìîæíî ðàçäåëèòü íà 4 ÷àñòèD1, D2, D3, D4✱ êàê
ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ✳ ✼✳

❼ ❰áëàñòü D1 ñîäåðæèò òàêèå òî÷êè (a, b)✱ ÷òî a ∈ (0, 1) è
2
√
a− a < b < 1✳

❼ ❰áëàñòü D2 ñîäåðæèò òàêèå òî÷êè (a, b)✱ ÷òî a ∈ (0, 1) è
0 < b < 2

√
a− a✳

❼ ❰áëàñòü D3 ñîäåðæèò òàêèå òî÷êè (a, b)✱ ÷òî a ∈ (1, 4) è
0 < b < 2

√
a− a✳

❼ ❰áëàñòü D4 ñîäåðæèò òàêèå òî÷êè (a, b)✱ ÷òî a > 1 è
max{2√a− a, 0} < b < 1✳

➚ñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✸✮ â êàæäîé îá✲
ëàñòè è íà ãðàíèöå ìåæäó íèìè òàêîâû✿

❼ â îáëàñòè D1 è íà ãðàíèöå îáëàñòåé D1 è D2 ëþáîå íåíóëåâîå ðåøå✲
íèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è íå îñöèëëèðóåò✱

❼ â îáëàñòè D2 ëþáîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è îñöèëëèðóåò✱

❼ íà ãðàíèöå îáëàñòåé D2 è D3 ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå îñöèëëèðóåò✱
îãðàíè÷åíî✱ íî íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱

✹✷



Ðèñ✳ ✻✳ Ïðÿìàÿ b = 2
√
a− a

Ðèñ✳ ✼✳ ❰áëàñòè D1, D2, D3, D4 â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a, b

✹✸



❼ â îáëàñòè D3 ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî è íå îñöèëëè✲
ðóåò✱

❼ â îáëàñòè D4 è íà ãðàíèöå îáëàñòåé D3 è D4 ëþáîå íåíóëåâîå ðåøå✲
íèå íå îãðàíè÷åíî ê íóëþ è îñöèëëèðóåò✳

➮ñïîëüçóåìûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì

❉✲ðàçáèåíèÿ✳ ➪îëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè â ❬✼❪✳

➶ ðàáîòå ❬✽❪ ðàññìîòðåíà íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü Ñàìóýëüñîíà✲Õèêñà✿
ïîñòðîåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå✳

✷✳✹✳ ➮ñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû ❐îòêè✲➶îëüòåððû â

ýêîíîìèêå

➶ ✶✾✷✺✲ì ã✳ ➚ëüôðåäî ❐îòêà ❬✾❪ ðàññìîòðåë ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèô✲
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âèäîâ æè✲
âîòíûõ✿

{

Ṅ1(t) = N1(t)
(

γ1 + β1N2(t)
)

,

Ṅ2(t) = N2(t)
(

γ2 + β2N1(t)
)

,
✭✷✳✷✵✮

ãäå N1 è N2 ✖÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ìîäåëèðóåìûõ âèäîâ✳

✃îýôôèöèåíòû γ1 è γ2 îïèñûâàþò ñêîðîñòü ðîñòà ✭èëè óáûâàíèÿ✮
èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè✱ à êîýôôèöèåíòû β1 è β2 çàäàþò âçàèìîäåé✲
ñòâèå ìåæäó âèäàìè✳ Òèï âçàèìîäåéñòâèÿ çàäà➻òñÿ çíàêàìè ýòèõ êîýô✲
ôèöèåíòîâ ✭ñì✳ òàáëèöó✮✳

Òèïû ìåæâèäîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Òèï âçàèìîäåéñòâèÿ sgn β1 sgn β2
❒óòóàëèçì +1 +1

✃îììåíñàëèçì +1 0

Õèùíèê✲æåðòâà +1 −1

❮åéòðàëèçì 0 0

➚ìåíñàëèçì 0 −1

✃îíêóðåíöèÿ −1 −1

✹✹



❮åñêîëüêî ïîçæå ➶èòî ➶îëüòåððà ❬✶✵❪ ïðåäëîæèë áîëåå îáùóþ ìî✲
äåëü✿

{

Ṅ1(t) = N1(t)
(

γ1 + β1N2(t)− α1N1(t)
)

,

Ṅ2(t) = N2(t)
(

γ2 + β2N1(t)− α2N2(t)
)

.
✭✷✳✷✶✮

❒îäåëü ✭✷✳✷✶✮ ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åííîñòü ðîñòà ïîïóëÿ✲
öèé âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ✳ Ïîñòðîåíèå ýòîé ìîäåëè ïîç✲
âîëèëî îáúÿñíèòü êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè ðûá â Ñðåäèçåìíîì ìîðå íå
âíåøíèìè ôàêòîðàìè✱ à âíóòðåííåé äèíàìèêîé âçàèìîäåéñòâèÿ õèùíûõ
ðûá è èõ æåðòâ✳ Òåì ñàìûì ➶✳ ➶îëüòåððà ôàêòè÷åñêè ïîëîæèë íà÷àëî
íàóêå ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè✳

❮à ñåãîäíÿøíèé ìîäåëü ✭✷✳✷✶✮ íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ❐îòêè✲

➶îëüòåððû è ðàçëè÷íûå å➻ îáîáùåíèÿ ïî ïðåæíåìó øèðîêî èñïîëüçó✲
þòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íå òîëüêî áèîëîãè÷åñêèõ✱ íî è ýêîíîìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ✳

➶ ýêîíîìèêå ìîäåëü ✭✷✳✷✶✮ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäó✲
þùèõ ïðîöåññîâ✿

❼ êîíêóðåíöèÿ ïðåäïðèÿòèé íà îáùåì ðûíêå✱

❼ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíêóðåíöèÿ✱

❼ ãîíêà âîîðóæåíèé ìåæäó ãîñóäàðñòâàìè✲ïðîòèâíèêàìè✱

❼ äèíàìèêà èçìåíåíèÿ öåíû â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ✳

➮ññëåäóåì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✶✮✿ äëÿ ýòîãî íóæíî
ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

N1(γ1 + β1N2 − α1N1) = 0,

N2(γ2 + β2N1 − α2N2) = 0.
✭✷✳✷✷✮

Ñèñòåìà èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N1 = N2 = 0✳ Ýòî ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì ✖ ñ áèîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
îíî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè✱ êîãäà îáà âèäà âûìåðëè✳

➴ñëè ÷èñëà γ1, γ2, α1, α2 îòëè÷íû îò íóëÿ✱ òî ñóùåñòâóåò åù➻ äâà
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✿

N1 = 0, N2 = γ2/α2,

N2 = 0, N1 = γ1/α1.

✹✺



❰áà ýòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè✱ êîãäà îäèí
èç âèäîâ âûìåð✱ à äðóãîé ✖ íåò✳

➮ ñ áèîëîãè÷åñêîé✱ è ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ íàèáîëåå èí✲
òåðåñíà ñèòóàöèÿ✱ êîãäà îáå ìîäåëèðóåìûå âåëè÷èíû íå îáðàùàþòñÿ â
íîëü✳ Ýòî âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé

{

γ1 + β1N2 − α1N1 = 0,

γ2 + β2N1 − α2N2 = 0
✭✷✳✷✸✮

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå✳
➴ñëè β1β2 6= a1a2✱ òî ñèñòåìà ✭✷✳✷✸✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✿

K1 =
β1γ2 + γ1a2
α1α2 − β1β2

,

K2 =
γ1β2 + a1γ2
α1α2 − β1β2

.

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî γ1 > 0✱ γ2 > 0✱ K1 > 0 è K2 > 0✱ òîãäà ñèñòå✲
ìó ✭✷✳✷✶✮ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå✿







Ṅ1(t) = N1(t)
(

β1
(

N2(t)−K2)− α1

(

N1(t)−K1

)

)

,

Ṅ2(t) = N2(t)
(

β2
(

N1(t)−K1)− α2

(

N2(t)−K2

)

)

.

Ïóñòü äàëåå a1, a2 > 0✳ ➶âåä➻ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ✿

a1 = α1K1,

a2 = α2K2,

b1 =
β2K2

α1K1
,

b1 =
β1K1

α2K2

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå















Ṅ1(t) = a1N1(t)

(

1− N1(t)

K1
+ b1

(

N2(t)

K2
− 1

))

,

Ṅ2(t) = a2N2(t)

(

1− N2(t)

K2
+ b2

(

N1(t)

K1
− 1

))

.

✭✷✳✷✹✮

✹✻



❐åãêî âèäåòü✱ ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✹✮ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëî✲
ãèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå✱ åñëè íà ýòî óðàâíåíèå íå âëèÿåò ðå✲
øåíèå äðóãîãî óðàâíåíèÿ✳ Òàê✱ ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ✖ ëîãèñòè÷å✲
ñêàÿ ôóíêöèÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ✿ åñëè b1 = 0 ✭òî åñòü âòîðîé âèä íå âëèÿåò
íà äèíàìèêó èçìåíåíèÿ âòîðîãî✮ èëè åñëè N2(t) ≡ K2 ✭ò✳ å✳ âòîðîé âèä
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè✮✳

➬íàê êîýôôèöèåíòîâ b1, b2 ïî✲ïðåæíåìó çàäà➻ò òèï âçàèìîäåéñòâèÿ✳
➶ ÷àñòíîñòè✱ åñëè b1 < 0 è b2 < 0✱ òî ñèñòåìà ✭✷✳✷✹✮ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îïèñàíèÿ êîíêóðåíöèè ìåæäó ôèðìàìè✳ Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòîò ñëó✲
÷àé✳

✷✳✺✳ ❒îäåëü êîíêóðåíöèè äâóõ ïðåäïðèÿòèé íà

îáùåì ðûíêå

Ïóñòü N1 è N2 ✖ âåëè÷èíà îñíîâíûõ ôîíäîâ äâóõ ïðåäïðèÿòèé✱ ñó✲
ùåñòâóþùèõ â îäíîé ýêîíîìè÷åñêîé íèøå✱ ò✳ å✳ äëÿ èõ äåÿòåëüíîñòè òðå✲
áóþòñÿ îáùèå ðåñóðñû✱ ïðåäïðèÿòèÿ âûïóñêàþò îäèíàêîâûå òîâàðû èëè
óñëóãè äëÿ îäíîãî ìíîæåñòâà ïîòðåáèòåëåé✳

➘îïóùåíèÿìè ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òàê æå òî✱ ÷òî òîâàð íåçàìåùàåì✱
à öåíà íà íåãî íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè îáú➻ìà òîâàðà íà ðûíêå✳
➶ êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè íåáîëüøîé ãîðîä✱ ãäå ñóùåñòâóåò
âñåãî äâå òðàíñïîðòíûå êîìïàíèè èëè äâå ñòàíöèè òåõíè÷åñêîãî îáñëó✲
æèâàíèÿ àâòîìîáèëåé✳

Ïðåäïîëîæåíèå îá îãðàíè÷åííîñòè îñíîâíûõ ôîíäîâ ìîæåò áûòü
îáóñëîâëåíî ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè✿

❼ îãðàíè÷åííîñòü ðàáî÷åé ñèëû✱ êîòîðóþ ïðåäïðèÿòèÿ ìîãóò ïðè✲
âëå÷ü✱

❼ ñíèæåíèå ñïðîñà âñëåäñòâèå ðîñòà ïðîèçâîäñòâà✱

❼ èñïîëüçóåìûå â ïðîèçâîäñòâå ïðèðîäíûå ðåñóðñû îãðàíè÷åíû✳

➪óäåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî âçàèìíîå âëèÿíèå ôèðì ïðîïîðöèîíàëüíî âå✲
ëè÷èíàì îñíîâíûõ ôîíäîâ îáîèõ ïðåäïðèÿòèé✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå äèíàìè✲
êà îñíîâíûõ ôîíäîâ áóäåò îïèñàíà ñèñòåìîé ✭✷✳✷✹✮✳ ➶ñå êîýôôèöèåíòû
èìåþò îïðåäåë➻ííûé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë è ìîãóò áûòü èäåíòèôèöè✲
ðîâàíû ❬✶✶❪✳

✹✼



❰ïðåäåëåíèå ✷✳✹✳ Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ {K1, K2} ñèñòåìû ✭✷✳✷✹✮
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì✱ åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî δ òàêîå✱ ÷òî èç íåðàâåíñòâ

∣

∣N1(0)−K1

∣

∣ < δ,

∣

∣N2(0)−K2

∣

∣ < δ

âûòåêàåò

lim
t→∞

N1(t) = K1,

lim
t→∞

N2(t) = K2.

➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✹✮
âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ {K1, K2}✱ ïðîâåä➻ì çàìåíó ïåðåìåííûõ✿

x1 =
N1

K1
− 1,

x2 =
N2

K2
− 1.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä










d

dt

(

K1(x1 + 1)
)

= a1
(

K1(x1 + 1)
)

(−x1 + b1x2),

d

dt

(

K2(x2 + 1)
)

= a2
(

K2(x1 + 1)
)

(−x2 + b2x1).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèé íàK1 èK2 ñîîòâåòñòâåííî✱ ïîëó÷àåì✿
{

ẋ1 = a1(1 + x1)(−x1 + b1x2),

ẋ2 = a2(1 + x2)(−x2 + b2x1).

➘àëåå✱
{

ẋ1 = −a1x1 + a1b1x2 + a1(−x1x2 + b1x
2
2),

ẋ2 = −a2x2 + a2b2x1 + a2(−x22 + b2x1x2).
✭✷✳✷✺✮

Ïî ñóòè ìû ïðîâåëè ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèé ✭ñì✳ ïàðàãðàô ✶✳✺✮✳
➴ñëè çíà÷åíèÿ x1 è x2 äîñòàòî÷íî áëèçêè ê íóëþ ✭ò✳ å✳ N1 äîñòàòî÷íî
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò K1✱ à N2 ✖ îò K2✮✱ òî ñëàãàåìûå x

2
1✱ x1x2✱ x

2
2 ãîðàçäî

✹✽



ìåíüøå ïî ìîäóëþ ñëàãàåìûõ x1 è x2✳ Ïîýòîìó âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâ✲
íîâåñèÿ {0, 0} ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✷✺✮ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî îïèñàíî
ðåøåíèåì áîëåå ïðîñòîé ✭ëèíåéíîé✮ ñèñòåìû✿

{

ẋ1 = −a1x1 + a1b1x2,

ẋ2 = −a2x2 + a2b2x1.
✭✷✳✷✻✮

➘îïîëíèì ñèñòåìó íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè✿ x1(0) = x01✱ x2(0) = x02 è
ââåä➻ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ✿

x =

{

x1
x2

}

,

A =

[

−a1 a1b1
a2b2 −a2

]

,

x(0) =

{

x
(0)
1

x
(0)
2

}

.

➬àïèøåì çàäà÷ó ✃îøè äëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✶✮✿
{

ẋ(t) = Ax(t), t > 0

x(0) = x(0).
✭✷✳✷✼✮

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✼✮ èùåòñÿ â âèäå✿

x(t) = heλt,

ãäå h✖ âåêòîð✱ λ✖÷èñëî ✭âîîáùå ãîâîðÿ✱ êîìïëåêñíîå✮✳
Ïîäñòàâèì ðåøåíèå â ñèñòåìó ✭✷✳✷✼✮✿

λheλt = Aheλt.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ eλt íå îáðàùàåòñÿ â íîëü✱ ïîýòîìó äàí✲
íîå âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó✿

(λI − A)h = 0, ✭✷✳✷✽✮

ãäå

I =

[

1 0
0 1

]

.

✹✾



➴ñëè

det(λI − A) 6= 0,

òî óðàâíåíèå ✭✷✳✷✽✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå h = 0✳ ✃îíå÷íî✱ x(t) ≡ 0
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ✭✷✳✷✼✮✱ îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû✳ ➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû ñèñòåìà ✭✷✳✷✽✮ èìåëà íåíóëåâîå ðåøåíèå✱ íåîá✲
õîäèìî✱ ÷òîáû äåòåðìèíàíò ìàòðèöû (λI − A) áûë ðàâåí íóëþ✳

Óðàâíåíèå

det(λI − A) = 0

èìååò äâà âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ✭áûòü ìîæåò✱ ñîâïàäà✲
þùèå ìåæäó ñîáîé✮✳ ❰áîçíà÷èì èõ ÷åðåç λ1 è λ2✳ Ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A✳ Ïîäñòàíîâêà êàæäîãî ñîáñòâåííî✲
ãî ÷èñëà â ñèñòåìó ✭✷✳✷✽✮ ïðèâîäèò ê ðàçðåøèìîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé✖ òàêàÿ ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç h1 êàêîå✲òî íåíóëåâîå ðåøåíèå äàííîé
ñèñòåìå â ñëó÷àå✱ êîãäà λ = λ1✱ à ÷åðåç h2 ✖íåíóëåâîå ðåøåíèå â ñëó÷àå
λ = λ2✳ Ýòè âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A✳

Ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✷✼✮ ìîæåò ïðèíèìàòü îäíó èç òð➻õ ôîðì✿

x(t) = C1h1e
λ1t + C2h2e

λ2t, ✭✷✳✷✾✮

x(t) = C1h1e
λt + C2h2te

λt, ✭✷✳✸✵✮

x(t) = C1h1e
Reλt cos(Imλt) + C2h2e

Reλt sin(Imλt). ✭✷✳✸✶✮

➶ûðàæåíèå ✭✷✳✷✾✮ èìååò ìåñòî â ñëó÷àå✱ êîãäà λ1, λ2 ✖äâà ðàçëè÷✲
íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ✱ ëèáî â ñëó÷àå✱ êîãäà λ1 = λ2✱ îäíàêî ñîáñòâåí✲
íûå âåêòîðà h1 è h2 ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè✶✸✳

➶ûðàæåíèå ✭✷✳✸✵✮ èìååò ìåñòî ëèáî â ñëó÷àå✱ êîãäà λ1 = λ2 è ëþáûå
äâà âåêòîðà h1 è h2 ëèíåéíî çàâèñèìû✶✹✳

➶ûðàæåíèå ✭✷✳✸✶✮ èìååò ìåñòî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè λ1, λ2 ✖ïàðà
êîìïëåêñíî✲ñîïðÿæ➻ííûõ êîðíåé✳

Ïîäñòàíîâêà ëþáîãî èç ýòèõ âûðàæåíèé â ðàâåíñòâà x(0) = x(0) ïîç✲
âîëÿåò îäíîçà÷íî íàéòè êîíñòàíòû C1 è C2✳

✶✸Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ k1h1 + k2h2 ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëåâîé
âåêòîð òîëüêî â ñëó÷àå k1 = k2 = 0✳

✶✹Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà k1, k2
òàêèå✱ ÷òî k1h1+ k2h2 = 0✱ ïðè÷➻ì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ äâóõ ÷èñåë îòëè÷íî
îò íóëÿ✳

✺✵



Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé ñëåäóþùèé âîïðîñ✿ ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïà✲
ðàìåòðîâ ñèñòåìû ✭✷✳✷✼✮ ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîìó
âåêòîðó íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé✿ ñèñòåìà✱ îáëàäàþùàÿ òàêèì
ñâîéñòâîì✱ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé✳

❒û âèäèì✱ ÷òî

lim
t→∞

x1(t) = lim
t→∞

x2(t) = 0

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ åñëè Reλ1 < 0 è Reλ2 < 0✳
➮ç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ✭✷✳✷✼✮ âûòå✲

êàåò ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
{K1, K2} íåëèíåéíîé ñèñòåìû ✭✷✳✷✹✮✳

➶ûÿñíèì✱ êàêèå çíà÷åíèÿ äîëæíû ïðèíèìàòü ïàðàìåòðû ñèñòå✲
ìû ✭✷✳✷✼✮ äëÿ òîãî✱ ÷òîáû ýòà ñèñòåìà áûëà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé✳

➬àïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ñèñòåìû✿

det(λI − A) =

∣

∣

∣

∣

λ+ a1 −a1b1
−a2b2 λ+ a2

∣

∣

∣

∣

= λ2 + (a1 + a2)λ+ a1a2(1− b1b2).

➶âåä➻ì îáîçíà÷åíèÿ

p = a1 + a2,

q = a1a2(1− b1b2)

è çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå✿

λ2 + pλ+ q = 0. ✭✷✳✸✷✮

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ✭✷✳✸✷✮ â ñëó÷àå✱ êîãäà p è q✖äâà íåçàâèñè✲
ìûõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà✳ Òîãäà ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïà✲
ðàìåòðîâ êîðíè óðàâíåíèÿ ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî✳ Ïóñòü íà ïëîñêîñòè
Opq ìû âûáðàëè äâå òî÷êè M1 è M2 òàêèå✱ ÷òî òî÷êå M1 ñîîòâåòñòâóåò
óðàâíåíèå✱ îáà êîðíÿ êîòîðîãî ëåæàò ñëåâà îò ìíèìîé îñè✱ à òî÷êå M2

ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå✱ õîòÿ áû îäèí êîðåíü êîòîðîãî ëåæèò ñïðàâà
îò ìíèìîé îñè✳ Òîãäà íà ëþáîé êðèâîé✱ ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M1 è M2✱
íàéä➻òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà✱ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå✱ êîðåíü
êîòîðîãî ëåæàò íà ìíèìîé îñè✳

Òàêèì îáðàçîì✱ óñëîâèå λ = iϕ çàäà➻ò íà ïëîñêîñòè Opq íåêîòî✲
ðûå ëèíèè✱ êîòîðûå ðàçäåëÿþò ïëîñêîñòü íà íåñêîëüêî îáëàñòåé✱ âíóòðè

✺✶



êîòîðûõ êîëè÷åñòâî êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íå
ìåíÿåòñÿ✳ ❰áëàñòü✱ êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíå✲
íèþ✱ îáà êîðíÿ êîòîðîãî ëåæàò ñëåâà îò ìíèìîé îñè✱ íàçûâàåòñÿ îáëà✲

ñòüþ óñòîé÷èâîñòè✳

❮àéä➻ì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✷✮✳ ➘ëÿ ýòîãî ïîäñòà✲
âèì λ = iϕ â ýòî óðàâíåíèå è ðàçäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ✿

{

−ϕ2 + q = 0,

pϕ = 0.
✭✷✳✸✸✮

➮ç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ✭✷✳✸✸✮ âûòåêàåò✱ ÷òî✱ ïî êðàéíåé ìåðå✱
îäíî èç ÷èñåë p è ϕ ðàâíî íóëþ✳

➴ñëè p = 0✱ òî ϕ✖ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî è èç ïåðâî✲
ãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò✱ ÷òî q✖ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî✳ Òî
åñòü ýòî óñëîâèå çàäà➻ò íà ïëîñêîñòè Opq ëó÷ ✭íà ðèñ✳ ✽ îí èçîáðàæ➻í
ñèíèì öâåòîì✮✳

➴ñëè ϕ = 0✱ òî p✖ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî è èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ âûòåêàåò q = 0✳ Ýòî óñëîâèå çàäà➻ò ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè Opq

✭íà ðèñ✳ ✽ îíà èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì✮✳

Ðèñ✳ ✽✳ ➮ññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✸✮

✺✷



Ïîëó÷åííûå ïðÿìàÿ è ëó÷ ðàçäåëÿþò ïëîñêîñòü Opq íà òðè ÷àñòè✿

D1 = {(p, q) : p > 0, q > 0} ,

D2 = {(p, q) : q < 0} .
D3 = {(p, q) : p < 0, q > 0} .

❰ñòà➻òñÿ âûáðàòü ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîé îáëàñòè è âûÿñíèòü✱
êàêàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè✳

❰áëàñòè D1 ïðèíàäëåæèò òî÷êà (2, 1)✱ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò óðàâ✲
íåíèå

λ2 + 2λ+ 1 = 0. ✭✷✳✸✹✮

❰áëàñòè D2 ïðèíàäëåæèò òî÷êà (0,−11)✱ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
óðàâíåíèå

λ2 − 1 = 0. ✭✷✳✸✺✮

❰áëàñòèD3 ïðèíàäëåæèò òî÷êà (−2, 1)✱ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò óðàâ✲
íåíèå

λ2 − 2λ+ 1 = 0. ✭✷✳✸✻✮

❐åãêî âèäåòü✱ ÷òî óðàâíåíèå ✭✷✳✸✹✮ íå èìååò íè îäíîãî êîðíÿ ñ ïî✲
ëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ✱ óðàâíåíèå ✭✷✳✸✺✮ ✖ îäèí êîðåíü✱ à
óðàâíåíèå ✭✷✳✸✻✮ ✖ äâà✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ îáëàñòü D1 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ✭✷✳✸✷✮ è òîëüêî îíà✳

➮òàê✱ ñèñòåìà ✭✷✳✷✼✮ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå✱ åñëè

a1 + a2 > 0

è
a1a2(1− b1b2) > 0.

Òàê êàê ïî ýêîíîìè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì ïàðàìåòðû a1 è a2 ïîëîæè✲
òåëüíû✱ òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé
ñèñòåìû ìîæíî óïðîñòèòü✿ b1b2 < 1✳

➶åðí➻ìñÿ ê èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå✳

Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè a1, a2, K1, K2 > 0 è b1b2 < 1✱ òî ïîëîæåíèå ðàâíî✲

âåñèÿ {K1, K2} ñèñòåìû ✭✷✳✷✹✮ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî✳

✺✸



➹ëàâà ■■■✳ ➬àäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé

ðàáîòû

❒àòåðèàë✱ èçëîæåííûé âûøå✱ äîñòàòî÷åí äëÿ ðåøåíèÿ íèæåïðèâå✲
ä➻ííûõ çàäà÷✳ ➘îïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ àíàëî✲
ãè÷íûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪✳

✸✳✶✳ ➬àäà÷à ✶

Ôèðìà ïðîâîäèò ðåêëàìíóþ êîìïàíèþ äëÿ ðåàëèçàöèè ñâîåé ïðî✲
äóêöèè✳ ➶ ìîìåíò âðåìåíè t äîëÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîêóïàòåëåé✱ çíàþùèõ
î ïðîäóêöèè✱ ðàâíà x(t)✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
èíôîðìàöèè î ïðîäóêöèè ñðåäè ïîòåíöèàëüíûõ ïîêóïàòåëåé ïðîïîðöè✲
îíàëüíà êàê ÷èñëó ïîêóïàòåëåé✱ çíàêîìûõ ñ ïðîäóêöèåé✱ òàê è ïîêóïà✲
òåëåé✱ íåçíàêîìûõ ñ ïðîäóêöèåé äàííîé ôèðìû✱ òîãäà x(t) îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

ẋ(t) = a(t)x(t)
(

1− x(t)
)

.

Ðåêëàìíàÿ êîìïàíèÿ äëèòñÿ îò ìîìåíòà âðåìåíè t1 = 0 äî ìîìåíòà
âðåìåíè t2✳

➶ ìîìåíò âðåìåíè t1 î ïðîäóêöèè äàííîé êîìïàíèè çíàåò êàæäûé
n✲é ïîòåíöèàëüíûé ïîêóïàòåëü✳ ✃àê èçìåíèòñÿ äîëÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïî✲
êóïàòåëåé✱ çíàêîìûõ ñ ïðîäóêöèåé✱ ê êîíöó ðåêëàìíîé êîìïàíèè✳

➶àðèàíò ➑✶

a(t) =
5

t2 − 13t+ 36
,

t2 = 6,

n = 4.

➶àðèàíò ➑✷

a(t) =
4

t2 − 16t+ 60

t2 = 6

n = 6.

✺✹



➶àðèàíò ➑✸

a(t) =
2

t2 − 18t+ 80
t2 = 4

n = 7.

➶àðèàíò ➑✹

a(t) =
1

t2 − 15t+ 56
t2 = 2

n = 22.

➶àðèàíò ➑✺

a(t) =
3

t2 − 7t+ 10
t2 = 3

n = 26.

➶àðèàíò ➑✻

a(t) =
4

t2 − 14t+ 45
t2 = 3

n = 7.

➶àðèàíò ➑✼

a(t) =
6

t2 − 12t+ 27
t2 = 6

n = 10.

✺✺



➶àðèàíò ➑✽

a(t) =
4

t2 − 10t+ 21
t2 = 2

n = 16.

➶àðèàíò ➑✾

a(t) =
5

t2 − 19t+ 84
t2 = 2

n = 8.

➶àðèàíò ➑✶✵

a(t) =
6

t2 − 8t+ 7
t2 = 6

n = 50.

➶àðèàíò ➑✶✶

a(t) =
5

t2 − 11t+ 24
t2 = 5

n = 65.

➶àðèàíò ➑✶✷

a(t) =
4

t2 − 18t+ 77
t2 = 3

n = 15.

✺✻



➶àðèàíò ➑✶✸

a(t) =
3

t2 − 19t+ 88
t2 = 4

n = 15.

➶àðèàíò ➑✶✹

a(t) =
4

t2 − 20t+ 96
t2 = 3

n = 7.

➶àðèàíò ➑✶✺

a(t) =
3

t2 − 5t+ 4
t2 = 3

n = 17.

➶àðèàíò ➑✶✻

a(t) =
4

t2 − 14t+ 45
t2 = 1

n = 11.

➶àðèàíò ➑✶✼

a(t) =
1

t2 − 11t+ 30
t2 = 2

n = 11.

✺✼



➶àðèàíò ➑✶✽

a(t) =
1

t2 − 13t+ 42
t2 = 2

n = 16.

➶àðèàíò ➑✶✾

a(t) =
4

t2 − 8t+ 12
t2 = 3

n = 6.

➶àðèàíò ➑✷✵

a(t) =
5

t2 − 17t+ 66
t2 = 3

n = 34.

➶àðèàíò ➑✷✶

a(t) =
5

t2 − 19t+ 84
t2 = 4

n = 15.

➶àðèàíò ➑✷✷

a(t) =
1

t2 − 3t+ 2
t2 = 6

n = 8.

✺✽



➶àðèàíò ➑✷✸

a(t) =
5

t2 − 13t+ 36
t2 = 2

n = 28.

➶àðèàíò ➑✷✹

a(t) =
4

t2 − 10t+ 21
t2 = 2

n = 16.

➶àðèàíò ➑✷✺

a(t) =
2

t2 − 14t+ 48
t2 = 4

n = 4.

➶àðèàíò ➑✷✻

a(t) =
3

t2 − 5t+ 4
t2 = 4

n = 6.

➶àðèàíò ➑✷✼

a(t) =
1

t2 − 13t+ 42
t2 = 4

n = 36.

✺✾



➶àðèàíò ➑✷✽

a(t) =
5

t2 − 15t+ 50
t2 = 4

n = 4.

➶àðèàíò ➑✷✾

a(t) =
2

t2 − 10t+ 24
t2 = 3

n = 8.

➶àðèàíò ➑✸✵

a(t) =
4

t2 − 14t+ 45
t2 = 3

n = 6.

✸✳✷✳ ➬àäà÷à ✷

✃ëèåíò îôîðìèë âêëàä â áàíêå â ðàçìåðå x0 òûñ✳ ðóá✳ 1✲ãî ÿíâàðÿ
2020 ã✳ ➴æåìåñÿ÷íî 10✲ãî ÷èñëà áàíê íà÷èñëÿåò p ïðîöåíòîâ ïî âêëàäó
✭ïðîöåíòû âû÷èñëÿþòñÿ îò òåêóùåé ñóììû âêëàäà✮✱ à 20✲ãî ÷èñëà êëèåíò
ñíèìàåò ñî ñâîåãî ñ÷➻òà a òûñ✳ ðóá✳

✶✳❮àéòè ðàçìåð âêëàäà â óêàçàííûé â âàðèàíòå äåíü✳

✷✳❮àéòè ìîìåíò âðåìåíè✱ êîãäà ñóììà âêëàäà âïåðâûå âûðàñòåò â k

ðàç✳

➶àðèàíò ➑✶

x0 = 860

p = 2%

a = 10

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî èþëÿ ✷✵✸✸ ã✳

✻✵



➶àðèàíò ➑✷

x0 = 440

p = 2%

a = 8

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✷✼ ã✳

➶àðèàíò ➑✸

x0 = 580

p = 3%

a = 10

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî èþëÿ ✷✵✸✵ ã✳

➶àðèàíò ➑✹

x0 = 810

p = 2%

a = 10

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✷ ã✳

➶àðèàíò ➑✺

x0 = 980

p = 1%

a = 9

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✸✸ ã✳

✻✶



➶àðèàíò ➑✻

x0 = 850

p = 3%

a = 20

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî îêòÿáðÿ ✷✵✸✷ ã✳

➶àðèàíò ➑✼

x0 = 620

p = 1%

a = 5

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî äåêàáðÿ ✷✵✸✸ ã✳

➶àðèàíò ➑✽

x0 = 530

p = 2%

a = 10

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî îêòÿáðÿ ✷✵✸✷ ã✳

➶àðèàíò ➑✾

x0 = 210

p = 2%

a = 4

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî àâãóñòà ✷✵✷✽ ã✳

✻✷



➶àðèàíò ➑✶✵

x0 = 490

p = 2%

a = 8

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ñåíòÿáðÿ ✷✵✸✵ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✶

x0 = 970

p = 2%

a = 10

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ÿíâàðÿ ✷✵✸✹ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✷

x0 = 220

p = 3%

a = 6

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✸ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✸

x0 = 360

p = 1%

a = 3

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî èþíÿ ✷✵✸✷ ã✳

✻✸



➶àðèàíò ➑✶✹

x0 = 620

p = 3%

a = 10

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✹ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✺

x0 = 450

p = 2%

a = 8

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ìàðòà ✷✵✸✶ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✻

x0 = 760

p = 1%

a = 7

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✸ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✼

x0 = 680

p = 1%

a = 6

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✶ ã✳

✻✹



➶àðèàíò ➑✶✽

x0 = 990

p = 3%

a = 20

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî èþíÿ ✷✵✸✶ ã✳

➶àðèàíò ➑✶✾

x0 = 570

p = 3%

a = 10

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ÿíâàðÿ ✷✵✸✵ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✵

x0 = 430

p = 1%

a = 4

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✷ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✶

x0 = 910

p = 1%

a = 8

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ñåíòÿáðÿ ✷✵✸✶ ã✳

✻✺



➶àðèàíò ➑✷✷

x0 = 550

p = 2%

a = 9

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✹ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✸

x0 = 330

p = 2%

a = 6

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ñåíòÿáðÿ ✷✵✸✸ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✹

x0 = 830

p = 1%

a = 8

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ìàðòà ✷✵✸✵ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✺

x0 = 280

p = 2%

a = 5

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ÿíâàðÿ ✷✵✷✽ ã✳

✻✻



➶àðèàíò ➑✷✻

x0 = 770

p = 3%

a = 20

k = 3.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî äåêàáðÿ ✷✵✸✵ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✼

x0 = 460

p = 1%

a = 4

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî èþëÿ ✷✵✸✷ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✽

x0 = 750

p = 1%

a = 7

k = 4.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✸✹ ã✳

➶àðèàíò ➑✷✾

x0 = 780

p = 3%

a = 20

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ìàÿ ✷✵✸✷ ã✳

✻✼



➶àðèàíò ➑✸✵

x0 = 380

p = 3%

a = 10

k = 2.

❮àéòè ñóììó âêëàäà ✶✲ãî ñåíòÿáðÿ ✷✵✸✶ ã✳

✸✳✸✳ ➬àäà÷à ✸

❮àéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✳

➶àðèàíò ➑✶

ẋ(t) = −2x2(t) sin t− 4x2(t) cos t+
x(t)

t
.

➶àðèàíò ➑✷

ẋ(t) = −4x8(t) sin t+ x8(t) cos t+
x(t)

7t
.

➶àðèàíò ➑✸

ẋ(t) = x3(t) sin t+ x3(t) cos t+
x(t)

2t
.

➶àðèàíò ➑✹

ẋ(t) = 4tx8(t) +
x(t) ctg t

7
.

➶àðèàíò ➑✺

ẋ(t) =
e3t

x5(t)
− x(t)

6t
.

➶àðèàíò ➑✻

ẋ(t) = − 5e4t

x2(t)
− x(t)

3t
.

✻✽



➶àðèàíò ➑✼

ẋ(t) =
9t

x3(t)
+

x(t) tg t

4
.

➶àðèàíò ➑✽

ẋ(t) =
sin t

x10(t)
− 4 cos t

x10(t)
− x(t)

11t
.

➶àðèàíò ➑✾

ẋ(t) = 4e4tx6(t) +
x(t)

5t
.

➶àðèàíò ➑✶✵

ẋ(t) = −3e3tx10(t) +
x(t)

9t
.

➶àðèàíò ➑✶✶

ẋ(t) = −2tx6(t) +
x(t) ctg t

5
.

➶àðèàíò ➑✶✷

ẋ(t) = −3tx5(t)− x(t) tg t

4
.

➶àðèàíò ➑✶✸

ẋ(t) = −5 sin t

x7(t)
− 3 cos t

x7(t)
− x(t)

8t
.

➶àðèàíò ➑✶✹

ẋ(t) =
sin t

x8(t)
+

3 cos t

x8(t)
− x(t)

9t
.

➶àðèàíò ➑✶✺

ẋ(t) = −5tx6(t)− x(t) tg t

5
.

✻✾



➶àðèàíò ➑✶✻

ẋ(t) = − t

x6(t)
− x(t) ctg t

7
.

➶àðèàíò ➑✶✼

ẋ(t) =
4t

x10(t)
+

x(t) tg t

11
.

➶àðèàíò ➑✶✽

ẋ(t) = − sin t

x7(t)
+

3 cos t

x7(t)
− x(t)

8t
.

➶àðèàíò ➑✶✾

ẋ(t) = −5 sin t

x2(t)
− 4 cos t

x2(t)
− x(t)

3t
.

➶àðèàíò ➑✷✵

ẋ(t) =
2 sin t

x(t)
− cos t

x(t)
− x(t)

2t
.

➶àðèàíò ➑✷✶

ẋ(t) = −2tx8(t) +
x(t) ctg t

7
.

➶àðèàíò ➑✷✷

ẋ(t) = − 10t

x9(t)
+

x(t) tg t

10
.

➶àðèàíò ➑✷✸

ẋ(t) = −2x3(t) sin t+ 4x3(t) cos t+
x(t)

2t
.

➶àðèàíò ➑✷✹

ẋ(t) =
8t

x3(t)
+

x(t) tg t

4
.

➶àðèàíò ➑✷✺

ẋ(t) = − 1

e2tx4(t)
− x(t)

5t
.

➶àðèàíò ➑✷✻

ẋ(t) =
sin t

x10(t)
− cos t

x10(t)
− x(t)

11t
.

✼✵



➶àðèàíò ➑✷✼

ẋ(t) = 4e2tx10(t) +
x(t)

9t
.

➶àðèàíò ➑✷✽

ẋ(t) = 7tx3(t)− x(t) tg t

2
.

➶àðèàíò ➑✷✾

ẋ(t) = −x3(t)

e3t
+

x(t)

2t
.

➶àðèàíò ➑✸✵

ẋ(t) =
2t

x(t)
− x(t) ctg t

2
.

✸✳✹✳ ➬àäà÷à ✹

❮àéòè îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ✳ ❮àéòè ðåøåíèå çàäà✲
÷è ✃îøè✳ ßâëÿåòñÿ ëè ðåøåíèå

à✮îãðàíè÷åííûì❄

á✮ñõîäÿùèìñÿ❄

â✮îñöèëëèðóþùèì❄

➴ñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò✱ òî íàéòè åãî✳

➶àðèàíò ➑✶















12x(n+ 2) + 17x(n+ 1) + 6x(n) = 0,

x(0) = 2,

x(1) = −13

12
.

✼✶



➶àðèàíò ➑✷















6x(n+ 2)− x(n+ 1)− 5x(n) = 0,

x(0) = 2,

x(1) =
28

3
.

➶àðèàíò ➑✸











x(n+ 2)− x(n) = 0,

x(0) = −12,

x(1) = 0.

➶àðèàíò ➑✹











4x(n+ 2)− x(n) = 0,

x(0) = 12,

x(1) = −4.

➶àðèàíò ➑✺















7x(n+ 2)− 13x(n+ 1) + 6x(n) = 0,

x(0) = −10,

x(1) = −68

7
.

➶àðèàíò ➑✻















49x(n+ 2)− 35x(n+ 1)− 6x(n) = 0,

x(0) = −2,

x(1) = −40

7
.

✼✷



➶àðèàíò ➑✼















10x(n+ 2)− 11x(n+ 1) + 3x(n) = 0,

x(0) = 2,

x(1) =
4

5
.

➶àðèàíò ➑✽















49x(n+ 2)− 21x(n+ 1)− 18x(n) = 0,

x(0) = 14,

x(1) =
12

7
.

➶àðèàíò ➑✾















7x(n+ 2)− 13x(n+ 1)− 2x(n) = 0,

x(0) = −2,

x(1) =
17

7
.

➶àðèàíò ➑✶✵















18x(n+ 2) + 9x(n+ 1)− 2x(n) = 0,

x(0) = 7,

x(1) = −23

6
.

➶àðèàíò ➑✶✶















6x(n+ 2) + 7x(n+ 1)− 10x(n) = 0,

x(0) = 3,

x(1) =
49

6
.

✼✸



➶àðèàíò ➑✶✷















4x(n+ 2) + 4x(n+ 1)− 3x(n) = 0,

x(0) = −1,

x(1) =
19

2
.

➶àðèàíò ➑✶✸















35x(n+ 2) + 16x(n+ 1)− 3x(n) = 0,

x(0) = 11,

x(1) = −23

35
.

➶àðèàíò ➑✶✹















8x(n+ 2)− 30x(n+ 1) + 25x(n) = 0,

x(0) = −1,

x(1) =
5

2
.

➶àðèàíò ➑✶✺















12x(n+ 2) + 41x(n+ 1) + 35x(n) = 0,

x(0) = −12,

x(1) =
61

3
.

➶àðèàíò ➑✶✻















15x(n+ 2) + 8x(n+ 1) + x(n) = 0,

x(0) = −6,

x(1) =
2

3
.

✼✹



➶àðèàíò ➑✶✼















16x(n+ 2)− 8x(n+ 1)− 15x(n) = 0,

x(0) = 15,

x(1) =
35

4
.

➶àðèàíò ➑✶✽















21x(n+ 2) + 61x(n+ 1) + 28x(n) = 0,

x(0) = 0,

x(1) =
111

7
.

➶àðèàíò ➑✶✾











x(n+ 2) + 2x(n+ 1)− 24x(n) = 0,

x(0) = −14,

x(1) = 4.

➶àðèàíò ➑✷✵











4x(n+ 2)− 13x(n+ 1) + 10x(n) = 0,

x(0) = −6,

x(1) = −15.

➶àðèàíò ➑✷✶















12x(n+ 2)− 13x(n+ 1)− 35x(n) = 0,

x(0) = −8,

x(1) = −13

3
.

✼✺



➶àðèàíò ➑✷✷















30x(n+ 2)− 23x(n+ 1)− 14x(n) = 0,

x(0) = 9,

x(1) = − 7

15
.

➶àðèàíò ➑✷✸















16x(n+ 2) + 8x(n+ 1)− 35x(n) = 0,

x(0) = −11,

x(1) =
29

4
.

➶àðèàíò ➑✷✹















30x(n+ 2) + 61x(n+ 1) + 30x(n) = 0,

x(0) = 6,

x(1) = −86

15
.

➶àðèàíò ➑✷✺















5x(n+ 2)− x(n+ 1)− 6x(n) = 0,

x(0) = 5,

x(1) = −3

5
.

➶àðèàíò ➑✷✻















15x(n+ 2)− 7x(n+ 1)− 2x(n) = 0,

x(0) = 7,

x(1) =
31

15
.

✼✻



➶àðèàíò ➑✷✼















7x(n+ 2) + 23x(n+ 1) + 6x(n) = 0,

x(0) = 6,

x(1) = −107

7
.

➶àðèàíò ➑✷✽















5x(n+ 2)− 2x(n+ 1)− 3x(n) = 0,

x(0) = 3,

x(1) = −17

5
.

➶àðèàíò ➑✷✾















4x(n+ 2)− 21x(n+ 1) + 5x(n) = 0,

x(0) = −2,

x(1) = −97

4
.

➶àðèàíò ➑✸✵











5x(n+ 2) + 16x(n+ 1) + 12x(n) = 0,

x(0) = 13,

x(1) = −22.

✸✳✺✳ ➬àäà÷à ✺

❮àéòè îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ✳ ❮àéòè ðåøåíèå çàäà✲
÷è ✃îøè✳ ßâëÿåòñÿ ëè ðåøåíèå

à✮îãðàíè÷åííûì❄

á✮ñõîäÿùèìñÿ❄

â✮îñöèëëèðóþùèì❄

✼✼



➴ñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò✱ òî íàéòè åãî✳

➶àðèàíò ➑✶















2x(n+ 2)− x(n+ 1) + 2x(n) = 0,

x(0) = 1,

ẋ(0) =
7

2
.

➶àðèàíò ➑✷















9x(n+ 2)− 6x(n+ 1) + 8x(n) = 0,

x(0) = −5,

ẋ(0) =
2

3
.

➶àðèàíò ➑✸















9x(n+ 2)− 6x(n+ 1) + 16x(n) = 0,

x(0) = −10,

ẋ(0) = −2

3
.

➶àðèàíò ➑✹











x(n+ 2)− 6x(n+ 1) + 72x(n) = 0,

x(0) = 3,

ẋ(0) = 48.

➶àðèàíò ➑✺











x(n+ 2)− 6x(n+ 1) + 48x(n) = 0,

x(0) = −9,

ẋ(0) = −48.

✼✽



➶àðèàíò ➑✻











25x(n+ 2) + 10x(n+ 1) + 8x(n) = 0,

x(0) = −9,

ẋ(0) = 4.

➶àðèàíò ➑✼











x(n+ 2) + 2x(n+ 1) + 8x(n) = 0,

x(0) = −10,

ẋ(0) = 6.

➶àðèàíò ➑✽















9x(n+ 2)− 6x(n+ 1) + 8x(n) = 0,

x(0) = 6,

ẋ(0) =
20

3
.

➶àðèàíò ➑✾















2x(n+ 2) + x(n+ 1) + 2x(n) = 0,

x(0) = 1,

ẋ(0) =
7

2
.

➶àðèàíò ➑✶✵











x(n+ 2) + 4x(n+ 1) + 64x(n) = 0,

x(0) = −9,

ẋ(0) = 4.

✼✾



➶àðèàíò ➑✶✶











x(n+ 2) + 3x(n+ 1) + 36x(n) = 0,

x(0) = 8,

ẋ(0) = −6.

➶àðèàíò ➑✶✷











25x(n+ 2) + 15x(n+ 1) + 12x(n) = 0,

x(0) = 10,

ẋ(0) = −3.

➶àðèàíò ➑✶✸











12x(n+ 2) + 3x(n+ 1) + x(n) = 0,

x(0) = 3,

ẋ(0) = 0.

➶àðèàíò ➑✶✹











x(n+ 2) + x(n+ 1) + 2x(n) = 0,

x(0) = −10,

ẋ(0) = 11.

➶àðèàíò ➑✶✺















9x(n+ 2) + 15x(n+ 1) + 100x(n) = 0,

x(0) = −8,

ẋ(0) =
10

3
.

✽✵



➶àðèàíò ➑✶✻











x(n+ 2)− 3x(n+ 1) + 36x(n) = 0,

x(0) = 5,

ẋ(0) = −6.

➶àðèàíò ➑✶✼















2x(n+ 2) + x(n+ 1) + x(n) = 0,

x(0) = 7,

ẋ(0) = −1

2
.

➶àðèàíò ➑✶✽















4x(n+ 2) + 5x(n+ 1) + 25x(n) = 0,

x(0) = −4,

ẋ(0) =
15

4
.

➶àðèàíò ➑✶✾















9x(n+ 2)− 15x(n+ 1) + 50x(n) = 0,

x(0) = −1,

ẋ(0) =
20

3
.

➶àðèàíò ➑✷✵











2x(n+ 2)− x(n+ 1) + 2x(n) = 0,

x(0) = 8,

ẋ(0) = 9.

✽✶



➶àðèàíò ➑✷✶











x(n+ 2)− 2x(n+ 1) + 8x(n) = 0,

x(0) = −5,

ẋ(0) = −8.

➶àðèàíò ➑✷✷















54x(n+ 2)− 9x(n+ 1) + 2x(n) = 0,

x(0) = −5,

ẋ(0) =
1

3
.

➶àðèàíò ➑✷✸















2x(n+ 2) + 3x(n+ 1) + 6x(n) = 0,

x(0) = 9,

ẋ(0) = −51

2
.

➶àðèàíò ➑✷✹















25x(n+ 2) + 15x(n+ 1) + 36x(n) = 0,

x(0) = 7,

ẋ(0) =
3

5
.

➶àðèàíò ➑✷✺















75x(n+ 2)− 15x(n+ 1) + 4x(n) = 0,

x(0) = 10,

ẋ(0) =
4

5
.

✽✷



➶àðèàíò ➑✷✻











25x(n+ 2) + 15x(n+ 1) + 18x(n) = 0,

x(0) = −1,

ẋ(0) = 0.

➶àðèàíò ➑✷✼











12x(n+ 2) + 15x(n+ 1) + 25x(n) = 0,

x(0) = 10,

ẋ(0) = −10.

➶àðèàíò ➑✷✽











x(n+ 2) + x(n+ 1) + 4x(n) = 0,

x(0) = 7,

ẋ(0) = −15.

➶àðèàíò ➑✷✾











9x(n+ 2) + 3x(n+ 1) + 2x(n) = 0,

x(0) = −2,

ẋ(0) = 4.

➶àðèàíò ➑✸✵















27x(n+ 2) + 9x(n+ 1) + 4x(n) = 0,

x(0) = 9,

ẋ(0) = −10

3
.

✽✸



➹ëàâà ■❱✳ ❰òâåòû

✹✳✶✳ ➬àäà÷à ✶

➶àðèàíò ➑✶

✃àæäûé 3✲èé ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷

✃àæäûé 5✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✸

✃àæäûé 6✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✹

✃àæäûé 21✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✺

✃àæäûé 17✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✻

✃àæäûé 6✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✼

✃àæäûé 6✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✽

✃àæäûé 8✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✾

✃àæäûé 7✲é ïîêóïàòåëü✳

✽✹



➶àðèàíò ➑✶✵

✃àæäûé 14✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✶

✃àæäûé 40✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✷

✃àæäûé 12✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✸

✃àæäûé 12✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✹

✃àæäûé 6✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✺

✃àæäûé 8✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✻

✃àæäûé 10✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✼

✃àæäûé 10✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✽

✃àæäûé 15✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✶✾

✃àæäûé 4✲é ïîêóïàòåëü✳

✽✺



➶àðèàíò ➑✷✵

✃àæäûé 29✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✶

✃àæäûé 10✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✷

✃àæäûé 5✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✸

✃àæäûé 23✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✹

✃àæäûé 8✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✺

✃àæäûé 3✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✻

✃àæäûé 3✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✼

✃àæäûé 34✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✽

✃àæäûé 2✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✷✾

✃àæäûé 7✲é ïîêóïàòåëü✳

➶àðèàíò ➑✸✵

✃àæäûé 4✲é ïîêóïàòåëü✳

✽✻



✹✳✷✳ ➬àäà÷à ✷

➶àðèàíò ➑✶

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✾✹✵✸ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþíÿ ✷✵✷✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✽✾ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✻✺✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ìàðòà ✷✵✸✸ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✺✽ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✸

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✵✺✺✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþíÿ ✷✵✷✸ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✹✶ ìåñÿö✮✳

➶àðèàíò ➑✹

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✺✾✼✺ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî îêòÿáðÿ ✷✵✷✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✾✸ ìåñÿöà✮✳

➶àðèàíò ➑✺

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✸✶✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ìàðòà ✷✵✹✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✷✻ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✻

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✼✺✹✺ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî àâãóñòà ✷✵✷✻ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✼✾ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✼

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✶✸✷ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþëÿ ✷✵✹✸ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✷✽✷ ìåñÿöà✮✳

➶àðèàíò ➑✽

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✶✷✶ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî àïðåëÿ ✷✵✸✷ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✹✼ ìåñ✳✮✳

✽✼



➶àðèàíò ➑✾

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✷✼✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ÿíâàðÿ ✷✵✸✸ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✺✻ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✵

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✺✸✺ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✷✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✾✹ ìåñÿöà✮✳

➶àðèàíò ➑✶✶

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✸✺✾✵ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî äåêàáðÿ ✷✵✷✻ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✽✸ ìåñÿöà✮✳

➶àðèàíò ➑✶✷

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✷✷✼✷ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✷✽ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✵✻ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✸

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✺✻✹ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþëÿ ✷✵✹✶ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✷✺✽ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✹

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✹✷✻✽✺ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ñåíòÿáðÿ ✷✵✷✺ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✻✽ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✺

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✶✶✵ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþíÿ ✷✵✸✷ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✹✾ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✻

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✾✽✻ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþíÿ ✷✵✹✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✷✾ ìåñ✳✮✳

✽✽



➶àðèàíò ➑✶✼

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✾✵✵ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþëÿ ✷✵✹✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✸✵ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✽

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✾✷✶✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî àâãóñòà ✷✵✷✻ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✼✾ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✶✾

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✽✺✹✽ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþëÿ ✷✵✷✸ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✹✷ ìåñÿöà✮✳

➶àðèàíò ➑✷✵

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✺✷✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî îêòÿáðÿ ✷✵✺✶ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✽✶ ìåñÿö✮✳

➶àðèàíò ➑✷✶

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✷✹✸ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî àïðåëÿ ✷✵✹✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✷✼ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷✷

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✸✷✾✶ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✸✷ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✹✺ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷✸

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✶✵✼✷ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî èþíÿ ✷✵✸✵ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✷✺ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷✹

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✾✵✶ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî îêòÿáðÿ ✷✵✺✸ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✹✵✺ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷✺

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✹✺✶ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî àâãóñòà ✷✵✸✷ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✶✺✶ ìåñÿö✮✳

✽✾



➶àðèàíò ➑✷✻

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✺✻✸✷ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✷✼ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✾✹ ìåñÿöà✮✳

➶àðèàíò ➑✷✼

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✻✻✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ñåíòÿáðÿ ✷✵✹✻ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✷✵ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷✽

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✾✾✹ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî ôåâðàëÿ ✷✵✺✷ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✸✽✺ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✷✾

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✾✻✻✼ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî íîÿáðÿ ✷✵✷✺ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✼✵ ìåñ✳✮✳

➶àðèàíò ➑✸✵

Ñóììà âêëàäà íà óêàçàííóþ äàòó ïðèáëèæ➻ííî ðàâíà ✸✷✺✾ òûñ✳ ðóá✳
➶ïåðâûå âêëàä âûðàñòåò â ❦ ðàç ✷✵✲ãî àïðåëÿ ✷✵✷✻ ã✳ ✭ñïóñòÿ ✼✺ ìåñ✳✮✳

✹✳✸✳ ➬àäà÷à ✸

➶àðèàíò ➑✶

x(t) =
1

C+2 sin t+4 cos t
t

+ 4 sin t− 2 cos t
.

➶àðèàíò ➑✷

x(t) =
1

7

√

C+28 sin t−7 cos t
t

− 7 sin t− 28 cos t
.

✾✵



➶àðèàíò ➑✸

x(t) =
1

√

C−2 sin t−2 cos t
t

− 2 sin t+ 2 cos t
.

➶àðèàíò ➑✹

x(t) =
1

7
√

C cosec t− 28(1− t ctg t)
.

➶àðèàíò ➑✺

x(t) = 6

√

C

t
− 2e3t

3

(

1

t
− 3

)

.

➶àðèàíò ➑✻

x(t) = 3

√

C

t
+

15e4t

16

(

1

t
− 4

)

.

➶àðèàíò ➑✼

x(t) = 4
√

C sec t+ 36(1 + t tg t).

➶àðèàíò ➑✽

x(t) =
11

√

C + 11 sin t− 44 cos t

t
− 44 sin t− 11 cos t.

➶àðèàíò ➑✾

x(t) =
1

5

√

C
t
+ 5e4t

4

(

1
t
− 4
)

.

✾✶



➶àðèàíò ➑✶✵

x(t) =
1

9

√

C
t
− 3e3t

(

1
t
− 3
)

.

➶àðèàíò ➑✶✶

x(t) =
1

5
√

C cosec t+ 10(1− t ctg t)
.

➶àðèàíò ➑✶✷

x(t) =
1

4
√

C sec t+ 12(1 + t tg t)
.

➶àðèàíò ➑✶✸

x(t) =
8

√

C − 40 sin t− 24 cos t

t
− 24 sin t+ 40 cos t.

➶àðèàíò ➑✶✹

x(t) =
9

√

C + 9 sin t+ 27 cos t

t
+ 27 sin t− 9 cos t.

➶àðèàíò ➑✶✺

x(t) =
1

5
√

C sec t+ 25(1 + t tg t)
.

➶àðèàíò ➑✶✻

x(t) = 7
√

C cosec t− 7(1− t ctg t).

✾✷



➶àðèàíò ➑✶✼

x(t) = 11
√

C sec t+ 44(1 + t tg t).

➶àðèàíò ➑✶✽

x(t) =
8

√

C − 8 sin t+ 24 cos t

t
+ 24 sin t+ 8 cos t.

➶àðèàíò ➑✶✾

x(t) =
3

√

C − 15 sin t− 12 cos t

t
− 12 sin t+ 15 cos t.

➶àðèàíò ➑✷✵

x(t) =

√

C + 4 sin t− 2 cos t

t
− 2 sin t− 4 cos t.

➶àðèàíò ➑✷✶

x(t) =
1

7
√

C cosec t+ 14(1− t ctg t)
.

➶àðèàíò ➑✷✷

x(t) = 10
√

C sec t− 100(1 + t tg t).

➶àðèàíò ➑✷✸

x(t) =
1

√

C+4 sin t−8 cos t
t

− 8 sin t− 4 cos t
.

✾✸



➶àðèàíò ➑✷✹

x(t) = 4
√

C sec t+ 32(1 + t tg t).

➶àðèàíò ➑✷✺

x(t) = 5

√

C

t
+

5

4e2t

(

1

t
+ 2

)

.

➶àðèàíò ➑✷✻

x(t) =
11

√

C + 11 sin t− 11 cos t

t
− 11 sin t− 11 cos t.

➶àðèàíò ➑✷✼

x(t) =
1

9

√

C
t
+ 9e2t

(

1
t
− 2
)

.

➶àðèàíò ➑✷✽

x(t) =
1

√

C sec t− 14(1 + t tg t)
.

➶àðèàíò ➑✷✾

x(t) =
1

√

C
t
− 2

9e3t

(

1
t
+ 3
)

.

➶àðèàíò ➑✸✵

x(t) =
√

C cosec t+ 4(1− t ctg t).

✾✹



✹✳✹✳ ➬àäà÷à ✹

Ðåøåíèå èìååò âèä

xn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 .

➶àðèàíò ➑✶

λ1 = −3

4
;

λ2 = −2

3
;

C1 = −3;

C2 = 5.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷

λ1 = −5

6
;

λ2 = 1;

C1 = −4;

C2 = 6.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✸

λ1 = 1;

λ2 = −1;

C1 = −6;

C2 = −6.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

✾✺



➶àðèàíò ➑✹

λ1 =
1

2
;

λ2 = −1

2
;

C1 = 2;

C2 = 10.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✺

λ1 = 1;

λ2 =
6

7
;

C1 = −8;

C2 = −2.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ èìååò ïðåäåë✱ ðàâíûé ✲✽✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✻

λ1 =
6

7
;

λ2 = −1

7
;

C1 = −6;

C2 = 4.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

✾✻



➶àðèàíò ➑✼

λ1 =
1

2
;

λ2 =
3

5
;

C1 = 4;

C2 = −2.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✽

λ1 = −3

7
;

λ2 =
6

7
;

C1 = 8;

C2 = 6.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✾

λ1 = 2;

λ2 = −1

7
;

C1 = 1;

C2 = −3.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

✾✼



➶àðèàíò ➑✶✵

λ1 = −2

3
;

λ2 =
1

6
;

C1 = 6;

C2 = 1.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✶✶

λ1 =
5

6
;

λ2 = −2;

C1 = 5;

C2 = −2.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✶✷

λ1 = −3

2
;

λ2 =
1

2
;

C1 = −5;

C2 = 4.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ îñöèëëèðóåò✳

✾✽



➶àðèàíò ➑✶✸

λ1 = −3

5
;

λ2 =
1

7
;

C1 = 3;

C2 = 8.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✶✹

λ1 =
5

4
;

λ2 =
5

2
;

C1 = −4;

C2 = 3.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✶✺

λ1 = −7

4
;

λ2 = −5

3
;

C1 = −4;

C2 = −8.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ îñöèëëèðóåò✳

✾✾



➶àðèàíò ➑✶✻

λ1 = −1

5
;

λ2 = −1

3
;

C1 = −10;

C2 = 4.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✶✼

λ1 = −3

4
;

λ2 =
5

4
;

C1 = 5;

C2 = 10.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✶✽

λ1 = −4

7
;

λ2 = −7

3
;

C1 = 9;

C2 = −9.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

✶✵✵



➶àðèàíò ➑✶✾

λ1 = −6;

λ2 = 4;

C1 = −6;

C2 = −8.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✵

λ1 = 2;

λ2 =
5

4
;

C1 = −10;

C2 = 4.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✶

λ1 = −5

4
;

λ2 =
7

3
;

C1 = −4;

C2 = −4.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

✶✵✶



➶àðèàíò ➑✷✷

λ1 = −2

5
;

λ2 =
7

6
;

C1 = 7;

C2 = 2.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✸

λ1 =
5

4
;

λ2 = −7

4
;

C1 = −4;

C2 = −7.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✹

λ1 = −5

6
;

λ2 = −6

5
;

C1 = 4;

C2 = 2.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

✶✵✷



➶àðèàíò ➑✷✺

λ1 =
6

5
;

λ2 = −1;

C1 = 2;

C2 = 3.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✻

λ1 =
2

3
;

λ2 = −1

5
;

C1 = 4;

C2 = 3.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✼

λ1 = −2

7
;

λ2 = −3;

C1 = 1;

C2 = 5.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ✱ îñöèëëèðóåò✳

✶✵✸



➶àðèàíò ➑✷✽

λ1 = 1;

λ2 = −3

5
;

C1 = −1;

C2 = 4.

Ðåøåíèå îãðàíè÷åíî✱ èìååò ïðåäåë✱ ðàâíûé ✲✶✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✷✾

λ1 = 5;

λ2 =
1

4
;

C1 = −5;

C2 = 3.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ íå îñöèëëèðóåò✳

➶àðèàíò ➑✸✵

λ1 = −6

5
;

λ2 = −2;

C1 = 5;

C2 = 8.

Ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî✱ íå èìååò ïðåäåëà✱ îñöèëëèðóåò✳

✶✵✹



✹✳✺✳ ➬àäà÷à ✺

Ðåøåíèå èìååò âèä

xn =
∣

∣λ
∣

∣

n(

C1 cos arg λ+ C2 sin arg λ
)

.

➶àðèàíò ➑✶

|λ| = 1;

arg λ =
π

6
;

C1 = 1;

C2 = 2
√
3.

➶àðèàíò ➑✷

|λ| = 2

3

√
2;

arg λ =
π

4
;

C1 = −5;

C2 = 3
√
4.

➶àðèàíò ➑✸

|λ| = 4

3
;

arg λ =
π

6
;

C1 = −10;

C2 = 3
√
3.

✶✵✺



➶àðèàíò ➑✹

|λ| = 6
√
2;

arg λ =
π

4
;

C1 = 3;

C2 =
5

2

√
4.

➶àðèàíò ➑✺

|λ| = 4
√
3;

arg λ =
π

3
;

C1 = −9;

C2 =
√
3.

➶àðèàíò ➑✻

|λ| = 2

5

√
2;

arg λ =
3π

4
;

C1 = −9;

C2 =
1

2

√
4.

✶✵✻



➶àðèàíò ➑✼

|λ| = 2
√
2;

arg λ =
3π

4
;

C1 = −10;

C2 = −7

2

√
4.

➶àðèàíò ➑✽

|λ| = 2

3

√
2;

arg λ =
π

4
;

C1 = 6;

C2 = 2
√
4.

➶àðèàíò ➑✾

|λ| = 1;

arg λ =
2π

3
;

C1 = 1;

C2 =
8

3

√
3.

✶✵✼



➶àðèàíò ➑✶✵

|λ| = 8;

arg λ =
2π

3
;

C1 = −9;

C2 = −8

3

√
3.

➶àðèàíò ➑✶✶

|λ| = 6;

arg λ =
2π

3
;

C1 = 8;

C2 = 2
√
3.

➶àðèàíò ➑✶✷

|λ| = 2

5

√
3;

arg λ =
5π

6
;

C1 = 10;

C2 = 5
√
3.

✶✵✽



➶àðèàíò ➑✶✸

|λ| = 1

6

√
3;

arg λ =
5π

6
;

C1 = 3;

C2 = 3
√
3.

➶àðèàíò ➑✶✹

|λ| =
√
2;

arg λ =
3π

4
;

C1 = −10;

C2 =
1

2

√
4.

➶àðèàíò ➑✶✺

|λ| = 10

3
;

arg λ =
2π

3
;

C1 = −8;

C2 = −2
√
3.

✶✵✾



➶àðèàíò ➑✶✻

|λ| = 6;

arg λ =
π

6
;

C1 = 5;

C2 = −7

3

√
3.

➶àðèàíò ➑✶✼

|λ| = 1

2

√
2;

arg λ =
3π

4
;

C1 = 7;

C2 = 3
√
4.

➶àðèàíò ➑✶✽

|λ| = 5

2
;

arg λ =
2π

3
;

C1 = −4;

C2 = −1

3

√
3.

✶✶✵



➶àðèàíò ➑✶✾

|λ| = 5

3

√
2;

arg λ =
π

4
;

C1 = −1;

C2 =
5

2

√
4.

➶àðèàíò ➑✷✵

|λ| = 1;

arg λ =
π

6
;

C1 = 8;

C2 =
10

3

√
3.

➶àðèàíò ➑✷✶

|λ| = 2
√
2;

arg λ =
π

4
;

C1 = −5;

C2 =
1

2

√
4.

✶✶✶



➶àðèàíò ➑✷✷

|λ| = 1

9

√
3;

arg λ =
π

3
;

C1 = −5;

C2 = 7
√
3.

➶àðèàíò ➑✷✸

|λ| =
√
3;

arg λ =
5π

6
;

C1 = 9;

C2 = −8
√
3.

➶àðèàíò ➑✷✹

|λ| = 6

5
;

arg λ =
2π

3
;

C1 = 7;

C2 =
8

3

√
3.

✶✶✷



➶àðèàíò ➑✷✺

|λ| = 2

15

√
3;

arg λ =
π

3
;

C1 = 10;

C2 = −6
√
3.

➶àðèàíò ➑✷✻

|λ| = 3

5

√
2;

arg λ =
3π

4
;

C1 = −1;

C2 = −1

2

√
4.

➶àðèàíò ➑✷✼

|λ| = 5

6

√
3;

arg λ =
5π

6
;

C1 = 10;

C2 = 2
√
3.

✶✶✸



➶àðèàíò ➑✷✽

|λ| = 2;

arg λ =
2π

3
;

C1 = 7;

C2 = −8

3

√
3.

➶àðèàíò ➑✷✾

|λ| = 1

3

√
2;

arg λ =
3π

4
;

C1 = −2;

C2 = 5
√
4.

➶àðèàíò ➑✸✵

|λ| = 2

9

√
3;

arg λ =
5π

6
;

C1 = 9;

C2 = −
√
3.

✶✶✹



➬àêëþ÷åíèå

➶ íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ è
êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèôôå✲
ðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ýêî✲
íîìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè✳ ❰òìå÷åííûå êëàññû óðàâíåíèé ïðèíàäëåæèò
ê ïðîñòåéøèì✿ ïîñêîëüêó èõ ñâîéñòâà õîðîøî èçâåñòíû✱ îíè èçó÷àþò✲
ñÿ â ñòàíäàðòíûõ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñàõ✳ Ïðîñòîòà óðàâíåíèé â òî æå
âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ è èõ íåäîñòàòêîì✿ ñ èõ ïîìîùüþ ìíîãèå îñîáåííîñòè
ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ íå óäà➻òñÿ ó÷åñòü✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ áîëåå àäåêâàò✲
íîãî îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò îæèäàòü îò óðàâíåíèé è
ñèñòåì✱ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñèíòåç íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ìîäå✲
ëåé✳ Ïðèìåðîì òàêèõ óðàâíåíèé ñëóæàò äèôôåðåíöèàëüíî✲ðàçíîñòíûå
óðàâíåíèÿ✿ ýòè ìîäåëè ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü ýôôåêò ïîñëåäåéñòâèÿ â
íåïðåðûâíîì âðåìåíè✳ ➘ëÿ ìíîãèõ èç ðàññìîòðåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìî✲
äåëåé ñóùåñòâóþò èõ äèôôåðåíöèàëüíî✲ðàçíîñòíûå àíàëîãè✱ âûçûâàþ✲
ùèå çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé✱ òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ✳ ❰äíàêî èçó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíî✲ðàçíîñòíûõ óðàâíå✲
íèé åù➻ íà ñòàëî ÷àñòüþ óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì✳ ❮åêîòîðûå èç ðàññìîòðåííûõ â äàííîì èçäàíèè ïîäõîäû ê
èññëåäîâàíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíå✲
íèé ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è ê äèôôåðåíöèàëüíî✲ðàçíîñòíûì ✭ñì✳ ❬✶✻❪✮✳

✶✶✺



➪èáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

✶✳ Ïîíòðÿãèí ❐✳Ñ✳ ❰áûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ❒✳✿

❮àóêà✱ ✶✾✼✹✳ ✸✸✶ ñ✳

✷✳ ❮èæåãîðîäöåâ Ð✳❒✳ ❐îãèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêîé

äèíàìèêè✳ ×✳ ■ ✴✴ Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ✳ ✷✵✵✹✳ ➑✶✳ Ñ✳ ✹✻✲✺✸✳

✸✳ Øåíü ❆✳Õ✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ✳ ❒✳✿ ❒Ö❮❒❰✱ ✷✵✵✹✳ ✸✻ ñ✳

✹✳ ➘åìèäîâè÷ ➪✳Ï✳ ❐åêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè✳

❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✼✳ ✹✼✷ ñ✳

✺✳ ➬àìêîâ ❰✳❰✳✱ Òîëñòîïÿòåíêî ➚✳➶✳✱ ×åðåìåíûõ Þ✳❮✳ ❒àòåìàòè÷å✲

ñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå✳ ❒✳✿ ➘➮Ñ✱ ✶✾✾✼✳

✻✳ ✃óëèêîâ ➘✳➚✳ Óñòîé÷èâîñòü è ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè â ìîäåëè Ñî✲

ëîó ñ çàïàçäûâàíèåì ✴✴ ➷óðíàë Ñ➶❒❰✳ ✷✵✶✽✳ ➑ ✷✿ ✷✵✳ Ñ✳ ✷✷✺✲✷✸✹✳

✼✳ ❮åéìàðê Þ✳➮✳ ➘èíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû ✴✴

▼✳✿ ✃íèæíûé äîì ➽❐➮➪Ð❰✃❰❒➾✱ ✷✵✶✹✳ ✸✸✻ ñ✳

✽✳ ✃îëåìàåâ ➶✳ ➚✳ ➮ññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ìîäåëè Ñàìóýëüñî✲

íà✕Õèêñà ✴✴ Ïðîáë✳ óïðàâë✳ ✷✵✵✻✳ ➑✶✳ Ñ✳ ✶✻✲✶✾✳

✾✳ ▲♦t❦❛ ❆✳ ❊▲❊▼❊◆❚❙ ❖❋ P❍❨❙■❈❆▲ ❇■❖▲❖●❨ ✴✴ ❲✐❧❧✐❛♠s ❛♥❞

❲✐❧❦✐♥s ❈♦♠♣❛♥②✱ ✶✾✷✻✳

✶✵✳ ➶✳ ➶îëüòåððà✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ áîðüáà çà ñóùåñòâîâàíèå ✴ ïîä ðåä✳ è

ñ ïðåä✳ Þ✳❒✳ Ñâèðåæåâà✳ ✴✴ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✻✳

✶✶✳ Ïðàñëîâ ➚✳ ➶✳❒àòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè✿ ó÷✳

ïîñîáèå✳ ✷✲å èçä✳✱ èñïð✳ ÑÏá✳✿ ❐àíü✱ ✷✵✶✺✳ ✸✺✷ ñ✳

✶✶✻



✶✷✳ Ïîëîñêîâ ➮✳ ➴✳ ❰áûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳

✃óðñ ëåêöèé è ïðàêòèêóì✿ ó÷✳ ïîñîáèå äëÿ ñòóäåíòîâ✱ îáó✲

÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ïîäãîòîâêè áàêàëàâðîâ ➽Ïðèêëàä✲

íàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà➾ è ➽➮íôîðìàöèîííûå ñèñòå✲

ìû è òåõíîëîãèè➾✳ Ïåðìü✿ èçä✲âî Ïåðì✳ ãîñ✳ óí✲òà✱ ✷✵✷✵✳ ❯❘▲

❤tt♣s✿✴✴❡❧✐s✳♣s✉✳r✉✴♥♦❞❡✴✻✸✶✹✾✶ ✭äàòà îáðàùåíèÿ✿ ✵✶✳✵✹✳✷✵✷✷✮

✶✸✳ ✃îâðèæíûõ ➚✳ Þ✳ ➘èôôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâíå✲

íèÿ✿ ó÷åáíîå ïîñîáèå✳ Ïåðìü✿ èçä✲âî Ïåðì✳ ãîñ✳ óí✲òà✱ ✷✵✷✵✳

❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♣r❜♦♦❦s❤♦♣✳r✉✴✻✽✹✷✻✳❤t♠❧ ✭äàòà îáðàùåíèÿ✿

✵✶✳✵✹✳✷✵✷✷✮ ✭äàòà îáðàùåíèÿ✿ ✵✶✳✵✹✳✷✵✷✷✮

✶✹✳ ✃îðîëåâ ➚✳ ➶✳ ➘èôôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ✿ ó÷åá✲

íèê è ïðàêòèêóì äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî áàêàëàâðèàòà✳ ❒✳✿ ➮çäàòåëü✲

ñòâî ➽Þðàéò➾✱ ✷✵✶✾✳ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✉r❛✐t✳r✉✴❜❝♦❞❡✴✹✸✸✽✻✾ ✭äà✲

òà îáðàùåíèÿ✿ ✵✶✳✵✹✳✷✵✷✷✮

✶✺✳ Þìàãóëîâ ❒✳ ➹✳ ❰áûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
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