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Ãëàâà 1

Òðè øêîëû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Íåèçáåæíûì ñëåäñòâèåì îáùåíèÿ ìåæäó ëþäüìè ñòàëî ïîÿâëåíèå ïèñü-
ìåííîñòè. Ñ äàâíèõ âðåìåí ëþäè ñòðåìèëèñü âûðàçèòü ñâîè ìûñëè íå
òîëüêî ïðîèçíîñèìûìè ôðàçàìè, íî è â âèäå çíàêîâ, èçîáðàæåíèé. Ñî-
âðåìåííûå ÿçûêè èñïîëüçóþò äëÿ ýòîãî ñïåöèàëüíûå çíàêè � áóêâû. Èç
áóêâ ñîáèðàþòñÿ ñëîâà, èç ñëîâ ïðåäëîæåíèÿ. Â ðÿäå ÿçûêîâ èñïîëüçó-
þòñÿ èåðîãëèôû. Èçîáðàæåíèå áóêâ è èåðîãëèôîâ ìû ìîæåì âèäåòü íà
áóìàãå, íà ýêðàíå êîìïüþòåðà. Íî ìû íå çàìå÷àåì êàæäûé çíàê â îò-
äåëüíîñòè. ×åëîâåê, âëàäåþùèé ãðàìîòîé àíãëèéñêîãî ÿçûêà, ÷èòàÿ àí-
ãëèéñêóþ õóäîæåñòâåííóþ ëèòåðàòóðó, íå âèäèò â êíèãå îòäåëüíûõ áóêâ
è ñëîâ. Âîîáðàæåíèå ðèñóåò ïåðåä íèì êàðòèíû ñîáûòèé õóäîæåñòâåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Íî ñòîèò îòêðûòü êíèãó, èçäàííóþ íà íåçíàêîìîì ÿçûêå,
êàê âñå ñðàçó ìåíÿåòñÿ. ×åëîâåê, íå çíàþùèé ÿïîíñêîãî ÿçûêà, íå óâèäèò
â êíèãå ñîáûòèé õóäîæåñòâåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïåðåä åãî âçîðîì áóäóò
ñòîÿòü íåïîíÿòíûå èåðîãëèôû. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ïðè ÷òåíèè íà-
ó÷íîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû.

Âëàäåþùèé ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ÷èòàòåëü, ñìîòðèò íà ôîðìó-
ëû, è ïðè ýòîì âèäèò íå òîëüêî ôîðìóëû, íî è ïðîèñõîäÿùèå â ïðèðîäå
ïðîöåññû. Ôîðìóëû � ýòî ñòðîãèé ÿçûê òî÷íîé íàóêè. Â íèõ åñòü ñâîÿ êðà-
ñîòà è ïîýçèÿ, ñâîé ñþæåò. Èçÿùíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè âûñòðàè-
âàþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíûé ðàññêàç î íàó÷íîì ïîèñêå. Âûâîäû, ïîëó÷àå-
ìûå èç î÷åâèäíûõ ïîñûëîê, ìîãóò ïîðàçèòü ÷èòàòåëÿ ñâîèì íåîæèäàííûì
ñîäåðæàíèåì, ðàñøèôðîâàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ çàâèñèìîñòü. Ñòðî-
ãèå âûêëàäêè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ
èññëåäîâàíèÿ Ïðèðîäû. Íî åñëè ÷åëîâåê íå âëàäååò ìàòåìàòè÷åñêèì àï-
ïàðàòîì, òî ôîðìóëû áóäóò âîñïðèíèìàòüñÿ èì êàê íàáîð ñèìâîëîâ, âû-
ñòðîåííûõ îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ïðàâèëà, ïî êîòîðûì îñóùåñòâëÿþòñÿ
âûêëàäêè, ñòàíóò ñêó÷íûì ñâîäîì çàêîíîâ, êîòîðûå íåëüçÿ íàðóøàòü. Íå
âëàäåþùèé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòîé �÷èòàòåëü� ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â
ôîðìóëàõ íå óâèäèò.
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Ñ àâòîðîì äàííîé ðàáîòû ïðîèçîøëî ñëåäóþùåå. Â óíèâåðñèòåòå îí
ïðîñëóøàë êóðñ ëåêöèé ïî òåíçîðíîìó èñ÷èñëåíèþ. Íî íå ñìîã åãî ïî-
íÿòü. Òåì íå ìåíåå îí çíàë, êàê ïðàâèëüíî îòâå÷àòü íà âîïðîñû ýêçàìåíà-
òîðà. Ñîçíàíèå âîñïðèíèìàëî òåíçîðíóþ ìàòåìàòèêó êàê ìåðòâûé ÿçûê,
ëèøåííûé ñîäåðæàíèÿ. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà íà÷àëàñü ðàáîòà â
Àêàäåìèè íàóê. Òîãäà àâòîð óçíàë, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçíûå íàó÷íûå øêî-
ëû. Â óíèâåðñèòåòå äàâàëè êîîðäèíàòíóþ øêîëó òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
ßçûê ýòîé øêîëû êàçàëñÿ òðóäíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ýòîìó ôèçè÷åñêè áîëåå ïðîçðà÷íîé äëÿ àâòîðà ÿâèëàñü áåçêîîðäèíàòíàÿ
(áåçèíäåêñíàÿ) øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ó èñïîëüçóåìûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïîÿâèëñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ñòàëî èíòåðåñíî ðà-
áîòàòü. Âìåñòî ñêó÷íûõ âûêëàäîê íà áóìàãå ïîÿâèëîñü ïîâåñòâîâàíèå î
ÿâëåíèÿõ ïðèðîäû.

Êîîðäèíàòíàÿ øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ñ èçëîæåíèåì îñíîâ ýòîé øêîëû.
Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ìîãóò äàâàòüñÿ íà ôîðìàëèçîâàíîì ÿçûêå,
äîñòóïíîì ìàòåìàòèêàì, íî ïëîõî âîñïðèíèìàåìîì ìåõàíèêàìè è ôèçè-
êàìè. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü îïðåäåëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèê-
ëîïåäèè [1, ñ. 326]. Áîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå èç ôèçè÷åñêîé
ýíöèêëîïåäèè [2, ñ. 66]. Ìíîãèå ó÷åáíèêè ïî òåíçîðíîìó èñ÷èñëåíèþ äëÿ
ìåõàíèêîâ è ôèçèêîâ ñîäåðæàò áëèçêèå ïî ñìûñëó ôîðìóëèðîâêè. Íèæå
ïðèâîäèòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïðåäåëåíèå èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ñïðà-
âî÷íèêà ïî ìàòåìàòèêå [3, ñ. 498]:

• Òåíçîðîì A, r ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì è s ðàç êîâàðèàíòíûì
(èñòèííûì òåíçîðîì, àáñîëþòíûì òåíçîðîì, r ðàç êîíòðàâà-
ðèàíòíûì è s ðàç êîâàðèàíòíûì), íàçûâàåòñÿ îáúåêò, êîòîðûé â
êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ x è x̄ îïðåäåëÿåòñÿ ñîòâåòñòâåííî nr+s êîìïî-
íåíòàìèAi1i2...ir

i′1i
′
2...i

′
s
(x1, x2, ..., xn) è nr+s êîìïîíåíòàìè Āk1k2...kr

k′1k
′
2...k

′
s
(x̄1, x̄2, ..., x̄n),

ñâÿçàííûìè ñ Ai1i2...ir
i′1i

′
2...i

′
s
(x1, x2, ..., xn) â êàæäîé òî÷êå ïðåîáðàçîâàíèåì

Āk1k2...kr
k′1k

′
2...k

′
s

=
∂x̄k1

∂xi1
∂x̄k2

∂xi2
...
∂x̄kr

∂xir
∂xi

′
1

∂x̄k
′
1

∂xi
′
2

∂x̄k
′
2
...
∂xi

′
s

∂x̄k′s
Ai1i2...ir
i′1i

′
2...i

′
s
.

Îáùåå ÷èñëî èíäåêñîâ r+s íàçûâàåòñÿ ðàíãîì (âàëåíòíîñòüþ) òåí-
çîðà A.
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Ïåðåä ýòèì îïðåäåëåíèåì â ñïðàâî÷íèêå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òî÷åê, à òàê-
æå ïîíÿòèÿ ñòàðûõ x1, x2, ... ,xn è íîâûõ x̄1, x̄2, ..., x̄n êîîðäèíàò. Ìåõàíè-
êîâ è ôèçèêîâ èíòåðåñóåò ñëó÷àé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíòâà êîãäà n=3. Ó
àâòîðà äàííîé ðàáîòû âîçíèêàþò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ äàííûì îïðåäåëå-
íèåì.

1. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàïðÿæåíèÿ. Ýòî òåíçîðíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà. Íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî îò òîãî,
ïðèñóòñòâóåò ëè ðÿäîì âíåøíèé íàáëþäàòåëü èëè íåò. Íå èìååò íèêà-
êîãî çíà÷åíèÿ, ââåë ëè âíåøíèé íàáëþäàòåëü êàêèå-òî êîîðäèíàòû èëè
íå ââåë. Òåëî íàõîäèòñÿ ïîä íàãðóçêîé. Ýòó íàãðóçêó ìîæíî èçìåðèòü
ïðèáîðàìè. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð íàïðÿæåíèé? Ýòî äâàæäû êî-
âàðèàíòíûé òåíçîð, èëè äâàæäû êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð, èëè îäèí ðàç
êîâàðèàíòíûé è îäèí êîíòðàâàðèàíòíûé? Ìîæåò áûòü, ñóùåñòâóåò ïðîñòî
òåíçîð íàïðÿæåíèé, íå çàâèñèìûé îò ñèñòåì êîîðäèíàò è ñïîñîáîâ èõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ? Åñëè áû ðå÷ü øëà î êîìïîíåíòàõ òåíçîðîâ â òåõ èëè èíûõ
êîîðäèíàòàõ, òî âîïðîñîâ áû íå âîçíèêëî. Îäíàêî êîìïîíåíòíàÿ øêîëà
òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåò òåðìèíû êîâàðèàíòíîñòè è êîíòðàâà-
ðèàíòíîñòè ê ñàìèì òåíçîðàì.

2. ×òî ñêðûâàåòñÿ çà ïîíÿòèåì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, êîòîðûé îáû÷-
íî óïîìèíàåòñÿ â êîîðäèíàòíîé øêîëå? Åñëè ýòî îáúåêò, íå çàâèñÿùèé îò
âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ÷òî ìîæåò îçíà÷àòü ñëîâî �ìåòðè÷åñêèé�.
Åñëè ýòî îáúåêò, çàâèñèìûé îò âûáîðà êîîðäèíàò, òî íè î êàêîé îáúåêòèâ-
íîñòè ýòîãî îáúåêòà íå ìîæåò áûòü è ðå÷è. Òàêîé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò
íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé â ðåàëüíîì ìèðå.

3. Äëÿ ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò
òåíçîðîì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàòíîé øêîëû, íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü ìíîæåñòâî ñèñòåì êîîðäèíàò è ðàññìàòðèâàòü îñîáåííîñòè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò ê äðóãîé. Â ïðèðîäå êîîðäèíàò íå ñóùåñòâóåò. Èõ ïðèäóìûâàþò
ëþäè. Îáúåêòèâíûì èëè ñóáúåêòèâíûì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïîíÿòèå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà, ïðåòåíäóþùåãî íà ðîëü òåíçîðà? Åñëè òåíçîð �
ýòî ñóáúåêòèâíîå ïîíÿòèå, òî òàêèì îáúåêòîì íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé â ðåàëüíîì ìèðå. Åñëè ýòî îáúåêòèâíîå ïîíÿòèå,
òî çà÷åì íóæíû âíåøíèå íàáëþäàòåëè?
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Áåñêîîðäèíàòíàÿ øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Êîîðäèíàòíàÿ øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòèêà-
ìè. Îíè îêàçàëèñü äàëåêèìè îò òåõ ïðîáëåì, ðåøåíèå êîòîðûõ ïîòðåáîâà-
ëî ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïåðâûå
ïðåäñòàâëåíèÿ î âåêòîðàõ çàðîæäàëèñü èç ïðàêòè÷åñêèõ ïîòðåáíîñòåé.
Èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñîâàëè äåéñòâóþùèå íà òåëà ñèëû è ãåîìåòðè÷å-
ñêèå îñîáåííîñòè ôîðìû òåë. Çà äåëî âçÿëèñü ìàòåìàòèêè. Ïîÿâèëàñü êî-
îðäèíàòíàÿ øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Áåñêîîðäèíàòíàÿ øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ � ýòî âîçâðàùåíèå ê
ðåàëüíîìó ìèðó. Êëþ÷åâûì îòëè÷èåì áåñêîîðäèíàòíîé øêîëû ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ïåðâè÷íûìè ïîíÿòèÿìè â íåé ÿâëÿþòñÿ íå êîîðäèíàòû, à âåê-
òîðû. Ñ âåêòîðàìè ìîæíî ñîâåðøàòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî, ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ. Òåíçîðíîå óìíîæåíèå äâóõ
âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû � òåíçîðû
âòîðîãî ðàíãà. Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæíî óìíîæèòü íà ÷èñëî, òðàíñ-
ïîíèðîâàòü, ñëîæèòü ñ äðóãèì òåíçîðîì. Â ðîññèéñêîé áåñêîîðäèíàòíîé
øêîëå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ âòîðîãî
ðàíãà, äâîéíîãî âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàí-
ãà íà âåêòîð ñïðàâà èëè íà âåêòîð ñëåâà [4]. Â ðàìêàõ áåñêîîðäèíàòíîé
øêîëû âåêòîðû è òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè è ìåæäó
íèìè äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé øêîëû êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íûìè ïî-
íÿòèÿìè. Ìîæíî âûáðàòü òðîéêó âåêòîðîâ, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè, è èñïîëüçîâàòü åå â êà÷åñòâå áàçèñà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî áàçèñà íåòðóä-
íî ââåñòè ïîíÿòèÿ êîîðäèíàò, êîìïîíåíò âåêòîðîâ, êîìïîíåíò òåíçîðîâ
è ðàáîòàòü ñ íèìè êàê ñ ìàòðèöàìè. Íî ýòè ìàòðèöû íåëüçÿ íàçâûâàòü
âåêòîðàìè è òåíçîðàìè. Îíè ñîäåðæàò â ñåáå èíôîðìàöèþ î âåêòîðàõ è
òåíçîðàõ, íî èìè íå ÿâëÿþòñÿ.

Îïåðàòîðíàÿ øêîëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà è âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòà-
ìè ñ òî÷êè çðåíèÿ áåñêîîðäèíàòíîé øêîëû. Ïî ñâîåé ñóòè îíè ÿâëÿþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêàìè ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Èõ ìîæíî ñðàâíèòü ñ ôîòîãðàôèÿìè,
ôèêñèðóþùèìè ÷òî-òî, ïðîèñõîäÿùåå â ðåàëüíîì ìèðå. Ýòî îñòàíîâëåí-
íîå ìãíîâåíèå.
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Ó îïåðàòîðíîé øêîëû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ åñòü êà÷åñòâåííîå îòëè-
÷èå. Îñîáåííîñòüþ îïåðàòîðíîé øêîëû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òåíçîð âòî-
ðîãî ðàíãà ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåé êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îïåðàòîð, îòîá-
ðàæàþùèé âåêòîð â íîâûé âåêòîð. Ïîýòîìó ìåæäó òåíçîðîì âòîðîãî
ðàíãà è âåêòîðîì íå ìîæåò áûòü íèêàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Îí ñàì ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé íàä âåêòîðîì. À ýòî ñóùåñòâåííî ìåíÿåò äå-
ëî. Îïåðàòîð � ýòî èçìåíåíèå, äâèæåíèå, ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â
äðóãîå. Î÷åíü íàãëÿäíûì ñòàíîâèòñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë êëþ÷åâûõ òåíçî-
ðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ìåõàíèêå è òåðìîäèíàìèêå ñïëîøíîé ñðåäû. Òåíçîð
ïîâîðîòà âðàùàåò âåêòîðû íà çàäàííûé óãîë âîêðóã çàäàííîé îñè. Òåíçîð
ðàñòÿæåíèé äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, â êàêèõ íàïðàâëåíèÿõ è âî ñêîëüêî
ðàç ðàñòÿãèâàåòñÿ äåôîðìèðóåìàÿ ñðåäà. Òåíçîð íàïðÿæåíèé íóæåí äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü âíåøíþþ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè â ïëîòíîñòü
âíåøíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïîâåðõíîñòü.

Âñå òðè øêîëû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ ðàâíîçíà÷íû ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðàíèÿ. Îíè äàþò èññëåäîâàòåëÿì îäèíàêîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷. Ðàçëè÷èÿ ñîñòîÿò â îñîáåííñòÿõ âèçóàëüíîãî âîñïðèÿòèÿ îá-
ðàçîâ èñïîëüçóåìûõ îáúåêòîâ. Êàæäûé èññëåäîâàòåëü ðåøàåò ñàì, êàêîé
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðò áîëåå ïðèãîäåí äëÿ íåãî, ÷òîáû ðàñøèôðîâàòü
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ÿâëåíèé â Ïðèðîäå. Â äàëüíåéøåì
ðå÷ü ïîéäåò òîëüêî îá îïåðàòîðíîé øêîëå òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ê ñî-
æàëåíèþ, ýòà øêîëà â ðîññèéñêîé ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíà î÷åíü ìàëî.
Ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü äëÿ ÷òåíèÿ òîëüêî ìîíîãðàôèþ [5].



Ãëàâà 2

Âåêòîðû è òåíçîðû

Òåíçîðíûå âåëè÷èíû èñïîëüçóþòñÿ â ìåõàíèêå è òåðìîäèíàìèêå äëÿ
îïèñàíèÿ ñâîéñòâ è ïðîöåññîâ â ðåàëüíîì ìèðå. Îíè äàþò èíôîðìàöèþ
îá îáúåêòèâíûõ âåëè÷èíàõ è íèêàê íå ñâÿçàíû ñ ñóáúåêòèâíûì âûáîðîì
ñèñòåìû îòñ÷åòà è ñïîñîáà ââåäåíèÿ êîîðäèíàò. Â äàííîì ðàçäåëå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êëþ÷åâûå îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ àêñèîìàòè÷åñêî-
ãî ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ òåíçîðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé î ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

Òåíçîð â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ââîäèòñÿ êàê
ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé âåêòîðû â íîâûå âåêòîðû. Äëÿ åãî
îïðåäåëåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèé �ìíîæåñòâî�, �îïåðàöèÿ
íà ìíîæåñòâå�, �îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà â äðóãîå ìíîæåñòâî�, �îáðàçîâà-
íèå íîâîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ�. Îïðå-
äåëåíèÿ áóäóò äàíû íèæå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Êîíêðåòíîå èõ ïðèëîæå-
íèå áóäåò êàñàòüñÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâà âåêòîðîâ,
ìíîæåñòâà äèàä.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçðàñòàþùåé ñëîæíîñòè òåðìèíû âûñòðàèâàþòñÿ â
ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Â îïðåäåëåíèè ãðóïïû ðå÷ü èäåò îá îäíîé îïåðàöèè
è îäíîì ìíîæåñòâå. Â îïðåäåëåíèè êîëüöà ðå÷ü èäåò î äâóõ îïåðàöèÿõ
íà îäíîì ìíîæåñòâå. Â îïðåäåëåíèè ìîäóëÿ ãîâîðèòñÿ î äâóõ ìíîæå-
ñòâàõ è îïåðàöèÿõ íà íèõ. Ïîñëå ââåäåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé ìîæíî ãîâîðèòü
îá îòîáðàæåíèÿõ ìíîæåñòâ è òåíçîðíîì óìíîæåíèè (îäíîì èç ñïîñî-
áîâ îòîáðàæåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ â îäíî ñ ïîÿâëåíèåì íîâîãî êà÷åñòâà). À
èìåííî ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ áóäåò ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî îïåðà-
òîðîâ. Òåíçîðíîå óìíîæåíèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â òåíçîðíîì èñ÷èñëå-
íèè. Ñ åãî ïîìîùüþ ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå äèàäû, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà (ëèíåéíîãî îïåðàòîðà), îòîáðàæàþùåãî âåêòîðû
â íîâûå âåêòîðû.

Íàñ èíòåðåñóåò îïèñàíèå äâèæåíèÿ ñðåäû â îêðóæàþùåì íàñ ìèðå.
Ïðîèñõîäèò îíî â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó íèæå
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áóäåò ïðèâåäåíà àêñèîìàòèêà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ âåêòî-
ðîâ è îïåðàöèé ñ íèìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ
ñïëîøíîé ñðåäû â ðåàëüíîì ìèðå.

2.1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

Áèíàðíàÿ îïåðöèÿ
Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí,
ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ýòîãî æå ìíîæåñòâà.

Ãðóïïà
Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ îäíîé áè-
íàðíîé îïåðàöèåé (èñïîëüçóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîé îïå-
ðàöèè ñèìâîë �), óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìàì: 1) àññîöèà-

òèâíîñòè (a � b) � c = a � (b � c) äëÿ ëþáûõ a, b è c èç ìíîæåñòâà; 2)
ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòà e, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâàì
a� e = e� a = a; 3) ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòà x äëÿ ëþáîãî
a, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâàì a� x = x� a = e.

Àáåëåâîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, îïåðàöèÿ â êîòîðîé óäîâëåòâîðÿ-
åò çàêîíó êîììóòàòèâíîñòè a� b = b� a.

Àääèòèâíîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, îáðàçóåìàÿ âñåìè ýëåìåíòà-
ìè ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Ïîÿñíåíèå. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

áèíàðíîé îïåðàöèè â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë +. Ýëåìåíò e íàçûâàåòñÿ íóëåâûì,

è äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë 0. Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì

ê ýëåìåíòó a, è äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë −a.
Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, îáðàçóåìàÿ âñåìè

ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Ïîÿñíåíèå. ×àñòî
ïðè íàïèñàíèè ôîðìóë ñèìâîë îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè, ê êîòîðûì îíà

ïðèìåíÿåòñÿ, îïóñêàåòñÿ. Òî, ÷òî ñòîÿùèå ðÿäîì ýëåìåíòû â ôîðìóëàõ ïåðåìíîæàþòñÿ,

áûâàåò ÿñíî ïî ñìûñëó áåç óòî÷íåíèÿ. Ýëåìåíò e â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå íàçûâà-

åòñÿ åäèíè÷íûì, è äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë 1. Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ

îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a, è äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë a−1.

Êîëüöî
Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðà-
öèÿìè: ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïðè ýòîì äàííîå ìíîæåñòâî:
1) ÿâëÿþòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ; 2)

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ïðàâîìó x(y + z) = xy + xz è ëåâîìó
(y+z)x = yx+zx çàêîíàì äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y è z èç êîëüöà.
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Àññîöèàòèâíûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ êîëüöî, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â
êîòîðîì óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè. Êîììóòàòèâíûì êîëü-
öîì íàçûâàåòñÿ êîëüöî, óìíîæåíèå â êîòîðîì êîììóòàòèâíî. Åäèíèöåé
(îáîçíà÷àåìîé îáû÷íî ñèìâîëîì 1) íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò êîëüöà, ÷òî
x · 1 = 1 · x = x äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x êîëüöà.

Ïîëåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé,
ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî íå ïóñòî è îáðàçóåò ãðóïïó
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ïîÿñíåíèå. Ïðèìåðîì ïîëÿ ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ââåäåííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Äëÿ åãî

îáîçíà÷åíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë R.

Ìîäóëü
Àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïàM íàçûâàåòñÿ ëåâûì ìîäóëåì
íàä êîëüöîì A, åñëè îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äëÿ
êàæäîé ïàðû α è m, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòà α êîëüöà A è

ýëåìåíòà m ãðóïïû M, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ãðóïïû M, êîòîðûé
îáîçíà÷åòñÿ êàê αm, è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû:

α (m1 +m2) = αm1 + αm2,

(α1 + α2)m = α1m+ α2m,

α1 (α2m) = (α1α2)m,

ãäå α, α1, α2 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êîëüöà A; m, m1, m2 � ýëåìåíòàìè
ìîäóëÿ M. Ïîÿñíåíèå. Ïðèìåðîì ìîäóëÿ ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë è ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ ââåäåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî

÷èñëà íà âåêòîð. Êîëüöî A â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à àääèòèâíóþ ãðóïïó M îáðàçóåò ìíîæåñòâî

âåêòîðîâ.

Àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà M íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ìîäóëåì íàä êîëü-
öîì A, åñëè îïðåäåëåíî îòáðàæåíèå, êîòîðîå äëÿ êàæäîé ïàðû α è m,
ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòà α êîëüöà A è ýëåìåíòà m ãðóïïû M, ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå ýëåìåíò mα ãðóïïû M ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ àêñèîì:

(m1 +m2)α = m1α +m2α,

m (α1 + α2) = mα1 +mα2,

(mα1)α2 = m (α1α2),

ãäå α, α1, α2 ∈ A è m,m1,m2 ∈M.
Â ñëó÷àå, êîãäà êîëüöî A êîììóòàòèâíî, ðàçëè÷èå ìåæäó ëåâûì è ïðà-

âûì ìîäóëÿìè èñ÷åçàåò. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ìîäóëå M íàä êîììóòà-
òèâíûì êîëüöîì A.
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Óíèòàðíûì ìîäóëåì íàçûâàåòñÿ ìîäóëü, â êîòîðîì êîëüöî A îáëàäà-
åò åäèíèöåé è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìîäóëÿ m âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
1m = m.

Áèìîäóëåì íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà M, ÿâëÿþùàÿñÿ ëåâûì ìîäóëåì
íàä êîëüöîì A è ïðàâûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì B, ïðè÷åì (αm)β = α(mβ)
äëÿ ëþáûõ α ∈ A, m ∈M, β ∈ B.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì (äåêàðòîâûì ïðî-
èçâåäåíèåì) äâóõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ X è
Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ×Y , ñîñòîÿùåå

èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (x, y), ãäå x ∈ X, y ∈ Y :

X × Y = {(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }.

Åñëè îäíî èç ìíîæåñòâ X èëè Y ïóñòî, ïðîèçâåäåíèå ïóñòî.
Ñèìâîëîì R3 îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå â ðåçóëü-

òàòå ñëåäóþùåãî òðîéíîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ R3 = R × R × R, ãäå
ñèìâîëîì R îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îòîáðàæåíèå
Îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ çàêîí, ïî
êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âïîëíå îïðåäåëåííûé

ýëåìåíò äðóãîãî ìíîæåñòâà Y (ïðè ýòîì X ìîæåò ñîâïàäàòü ñ Y ). Ñîîòíî-
øåíèå ýëåìåíòîâ x ∈ X è y ∈ Y çàïèñûâàåòñÿ â âèäå y = f(x), y = fx èëè
y = y(x). Êðîìå ýòîãî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ çàïèñü f : X → Y . Ïîíÿòèå
îòîáðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèÿìè ôóíêöèÿ, îïåðàòîð, ïðåîáðàçîâàíèå.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî M , íàçûâàåìîå ãðàôè-
êîì îòîáðàæåíèÿ, ýëåìåíòû êîòîðîãî îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïàð x, f(x) è
ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X × Y âñåõ ïàð x, y.

{x, f(x)|x ∈ X} ⊂ X × Y.

Ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (ëèíåéíîé ôóíêöèåé) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå óíèòàðíîãî ìîäóëÿ A íàä àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì A ñ
åäèíèöåé â ìîäóëü C, â êîòîðîì êàæäîìó ýëåìåíòó a, ãäå a ∈ A, ñòàâèò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ϕ(a) ìîäóëÿ C è óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

ϕ(a1 + a2) = ϕ(a1) + ϕ(a2),

ϕ(αa) = αϕ(a),
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ãäå α ∈ A; a, a1, a2 ∈ A. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ëèíåé-
íûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ â ñåáÿ (â òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ), êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà.

Áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (áèëèíåéíîé ôóíêöèåé) íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ A×B ëåâîãî óíèòàðíîãî ìîäóëÿ A íàä êîëüöîì A
ñ åäèíèöåé è ïðàâîãî óíèòàðíîãî ìîäóëÿ B íàä êîëüöîì B ñ åäèíèöåé â
áèìîäóëü H, â êîòîðîì êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ a è b, ãäå a ∈ A è b ∈ B,
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò f(a, b) áèìîäóëÿ H è óäîâëåòâîðÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

f(a1 + a2, b) = f(a1, b) + f(a2, b),

f(a, b1 + b2) = f(a, b1) + f(a, b2),

f(αa, b) = α f(a, b),

f(a, bβ) = f(a, b) β,

ãäå α ∈ A; β ∈ B; a, a1, a2 ∈ A; b, b1, b2 ∈ B.
Äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèé òåíçîðîâ òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ íåîá-

õîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå �ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå�. Åãî ìû ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå áóäåì.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì óíèòàðíûõ
ìîäóëåé A è B íàä êîììóòàòèâíî-àññî-
öèàòèâíûì êîëüöîì A ñ åäèíèöåé íà-

çûâàåòñÿ ìîäóëü A ⊗A B íàä êîëüöîì A, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ. Ñóùåñòâóåò áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

(a, b)→ a⊗ b ∈ A⊗A B,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ïàðàì (a, b) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ a ∈ A è b ∈ B
ýëåìåíòû a ⊗ b ìíîæåñòâà A ⊗A B, ñîõðàíÿþùåå òîæäåñòâî èõ ñòðîåíèÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

f : A× B→W

â ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü W íàä êîëüöîì A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå â òîò æå ñàìûé ìîäóëü

ϕ : A⊗A B→W,

òàêîå, ÷òî
f(a, b) = ϕ(a⊗ b).
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Ïîÿñíåíèå. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b) è ýëåìåíò
a⊗ b ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ìíîæåñòâàì. Ìåæäó íèìè èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå êà÷åñòâåí-
íîå ðàçëè÷èå. Ïðèâåäåì ïðèìåð, èñïîëüçóÿ äëÿ èëëþñòðàöèè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå ýëåìåíò (a,b) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé âåêòîðîâ, â òî âðåìÿ êàê ýëå-
ìåíò a⊗b ïðèìåíÿåòñÿ â òåíçîðíîì èñ÷èñëåíèè êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îïåðàòîð. Óïîðÿäî-
÷åííûå ïàðû (a,b) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â áèëèíåéíîì îòîáðàæåíèè, â òî âðåìÿ êàê
ýëåìåíòû a⊗b ìîãóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå òîëüêî â ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè (ïîñêîëüêó îíè
ïî ñâîåìó ñìûñëó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòû îäíîãî ìíîæåñòâà, à íå ïàðû ýëåìåíòîâ
äâóõ ìíîæåñòâ).

Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ïàðû (ca,b) è (a, cb), ãäå c � äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè ðàçíûõ âåêòîðîâ. Â
îòëè÷èå îò íèõ â òåíçîðíîì èñ÷èñëåíèè ýëåìåíòû ca ⊗ b è a ⊗ cb ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàçíûå ôîðìû çàïèñè îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà.

Âàæíûì ìîìåíòîì â îïðåäåëåíèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f , àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåêòîðîâ (a,b), ìîæ-

íî óêàçàòü àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèþ ϕ îò àðãóìåíòà a⊗ b, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò òî÷íî òàê æå

îïèñûâàòü ïðîöåññû â ðåàëüíîì ìèðå, êàê è ôóíêöèÿ f .

2.2. Âåêòîðû

Ñêàëÿð
Âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïî-
íÿòèé, ñìûñë êîòîðîé ñâÿçàí ñ îïðåäåëåííûì ñïîñîáîì
ñðàâíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ òåë è äðóãèõ îáúåêòîâ. Ñêàëÿðîì

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, êàæäîå çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü âûðàæåíî
îäíèì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðîñòðàíñòâî
Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ àääèòèâ-
íàÿ àáåëåâà ãðóïïà E íàä ïîëåì K, â êîòîðîì îïðå-
äåëåíî óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ íà ñêàëÿðû, ò. å. îòîá-

ðàæåíèå
K × E → E : (λ, x)→ λx,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

λ(x+ y) = λx+ λy,

(λ+ µ)x = λx+ µx,

(λµ)x = λ (µx),

1 · x = x,

ãäå x, y ∈ E, λ, µ ∈ K. Èç àêñèîì âûòåêàþò âàæíûå ñëåäñòâèÿ:

λ · 0 = 0, 0 · x = 0, (−1)x = −x.
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Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿòî÷êàìè âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, èëè âåêòîðàìè, à ýëåìåíòû ïîëÿ K � ñêàëÿðàìè.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî, ñâîéñòâî
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ïîÿñíåíèå. Ïåðâàÿ, äîñòàòî÷íî ñòðîãàÿ àêñèîìàòèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïðåäëî-

æåíà Ä. Ãèëüáåðòîì. Îíà ñîäåðæèò 20 àêñèîì. Îñíîâíûìè (íåîïðåäåëÿåìûìè) ïîíÿòèÿìè

ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, ïðÿìûå, ïëîñêîñòè è îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâå-

äåì íåêîòîðûå èç ýòèõ àêñèîì: 1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê. 2. Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ äâóõ òî÷êè. 3. Íà êàæäîé ïðÿìîé ëåæàò ïî

êðàéíå ìåðå äâå òî÷êè. Ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå òðè òî÷êè,íå ëåæàùèå íà îäíîé

ïðÿìîé. 4. Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê. Íà êàæäîé ïëîñêîñòè ëåæèò ïî êðàéíå ìåðå îäíà

òî÷êà. 5. Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê ...

Âåêòîðíî-òî÷å÷íàÿ
àêñèîìàòèêà

Âåêòîðíî-òî÷å÷íàÿ àêñèîìàòèêà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé àêñèîìàòèêó, ïåðâè÷íûìè ïîíÿòèÿìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ �òî÷êà� è �âåêòîð�. Ñâÿçü
ìåæäó íèìè ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîïîñòàâ-

ëåíèÿ ïàðàì òî÷åê îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî âåêòîðà.
Â ìàòåìàòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ n-ìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Â

ìåõàíèêå è òåðìîäèíàìèêå ñïëîøíîé ñðåäû ìîäåëèðóþòñÿ ïðîöåññû â
òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî ýëå-
ìåíòû òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âõîäÿò â óðàâíåíèÿ. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè è òåðìîäèíàìèêè ñïëîøíîé
ñðåäû èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè 9-ìåðíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà), 81-ìåðíîãî (òåíçîðû ÷åò-
âåðòîãî ðàíãà) è ò. ä.

Âåêòîð Âåêòîðîì, èñïîëüçóåìûì â ìåõàíèêå è òåðìîäèíàìèêå ñïëîø-
íîé ñðåäû, íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïðÿìîé òðåõ-
ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ó êîòîðîãî îäèí êîíåö

(òî÷êà A) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì, äðóãîé (òî÷êà B) � êîíöîì. Äëÿ åãî îáî-
çíà÷åíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñòðî÷íûå ïîëóæèðíûå áóêâû, íàïðèìåð a.

Âåêòîð, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ 0. Âåêòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì, êîòîðûé ðàâåí
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äëèíå îòðåçêà AB, è îáîçíà÷àåòñÿ |a| è íàïðàâëåíèåì: îò A ê B. Âåêòîð,
èìåþùèé äëèíó, ðàâíóþ åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì. Íóëåâîìó âåê-
òîðó ïðèïèñûâàþò ëþáîå íàïðàâëåíèå. Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè è îäèíàêîâî íàïðàâëåíû.

Ñóììîé a+b âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëà
a ê êîíöó b, åñëè êîíåö a è íà÷àëî b ñîâìåùåíû. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) a + b = b + a (êîììóòàòèâíîñòè);
2) (a + b) + c = a + (b + c) (àññîöèàòèâíîñòè);
3) a + 0 = a (íàëè÷èåì íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ íóëåâîãî ýëåìåíòà);
4) a + (−a) = 0 (íàëè÷èåì íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî

ýëåìåíòà −a âåêòîðó a).
Ðàçíîñòüþ a− b âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð c òàêîé, ÷òî

c + b = a.
Ïðîèçâåäåíèåì λa âåêòîðà a íà ÷èñëî λ â ñëó÷àå λ 6= 0, a 6= 0 íàçû-

âàåòñÿ âåêòîð, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí |λ||a| è êîòîðûé íàïðàâëåí â òó æå
ñòîðîíó, ÷òî è âåêòîð a, åñëè λ > 0, è â ïðîòèâîïîëîæíóþ, åñëè λ < 0.
Åñëè λ = 0 èëè (è) a = 0, òî λa = 0. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
÷èñëî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) λ (a + b) = λa + λb (äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòî-

ðîâ);
2) (λ+ µ) a = λa + µa (äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë),
3) λ (µa) = (λµ) a (àññîöèàòèâíîñòè);
4) 1 · a = a (óìíîæåíèÿ íà åäèíèöó).

Íåíóëåâûå âåêòîðû a, b, ..., c íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè
ðàâåíñòâî

αa + βb + · · ·+ γc = 0

âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå âõîäÿùèå â íåãî ÷èñëà α, β, ...,
γ ðàâíû íóëþ. Â ìåõàíèêå è òåðìîäèíàìèêå ñïëîøíîé ñðåäû ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå
òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì a · b íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèå èõ ìîäóëåé íà êîñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè:

a · b = | a||b| cosϕ.

Çà ϕ ïðèíèìàåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèé π. Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) a · b = b · a (êîììóòàòèâíîñòè);
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2) a · (b + c) = a · b + a · c (äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ);

3) λ (a ·b) = (λa) ·b = a · (λb) (àññîöèàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî);

4) a · b = 0, êîãäà a = 0 èëè (è) b = 0 èëè êîãäà ϕ = 0, 5π.
Îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà, ñîñòîÿùàÿ èç åäè-

íè÷íûõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ (îðòîâ).
Êîëëèíåàðíûìè âåêòîðàìè íàçûâàþòñÿ âåêòîðû, ëåæàùèå íà îäíîé

ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì a × b íåíóëåâûõ è íåêîëëèíåàðíûõ âåêòî-

ðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ
ìîäóëåé íà ñèíóñ óãëà ϕ ìåæäó íèìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê a è b è íà-
ïðàâëåííûé òàê, ÷òî òðîéêà âåêòîðîâ a, b è a × b � ïðàâàÿ. Âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) a× b = −b× a (àíòèêîììóòàòèâíîñòè);
2) a× (b + c) = a× b + a× c (äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ

âåêòîðîâ);
3) λ (a × b) = (λa) × b = a × (λb) (àññîöèàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèÿ íà ÷èñëî);
4) a× b = 0, êîãäà a = 0 èëè (è) b = 0 èëè êîãäà a è b êîëëèíåàðíû.

2.3. Òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà

Äèàäà
Äèàäîé a ⊗ b íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà E ⊗ E , êîòî-
ðûé îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå y = f(x) ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íà ñåáÿ:

f : E→ E ,

ïî çàêîíó
y = (b · x) a

ñ ïîìîùüþ äâóõ âåêòîðîâ a è b, ãäå a,b,x,y ∈ E .
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Òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà

Òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

A =

NA∑
i=1

pi ⊗ qi,

êîòîðûé îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå y = A(x) ìíîæåñòâà âåêòîðîâ åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà E íà ñåáÿ:

A : E→ E ,
ïî çàêîíó

y = A(x) =

NA∑
i=1

(qi · x)pi,

ãäå âåêòîðû pi,qi,x,y ∈ E , NA � öåëîå ÷èñëî.
Ïîÿñíåíèå. Â êà÷åñòâå pi ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äåâÿòü âåêòîðîâ:

p1 = a11e1, p2 = a12e2, p3 = a13e3,

p4 = a21e1, p5 = a22e2, p6 = a23e3,

p7 = a31e1, p8 = a32e2, p9 = a33e3

è â êà÷åñòâå qi äåâÿòü âåêòîðîâ

q1 = e1, q2 = e2, q3 = e3,

q4 = e1, q5 = e2, q6 = e3,

q7 = e1, q8 = e2, q9 = e3,

ãäå e1, e2, e3 � òðîéêà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, aij � íåêîòîðûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå äâîéíîé ñóììû

A =
3∑

i=1

3∑
j=1

aij ei ⊗ ej.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïðèíÿòî îïóñêàòü â
ôîðìóëàõ êðóãëûå ñêîáêè îêîëî âåêòîðà, íà êîòîðûé äåéñòâóåò îïåðàòîð

A(x) ≡ Ax.
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Ðàâåíñòâî òåíçîðîâ
Äâà òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà A è B ñ÷èòà-
þòñÿ ðàâíûìè (A = B) â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè çàäàþò îäíî è òî æå

îòîáðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ.
Ïîÿñíåíèå. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ ñ ïîìî-

ùüþ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîðû A = ca ⊗ b è B = a ⊗ cb
îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè âàðèàíòàìè

çàïèñè îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà, ò. å. ðàâíû äðóã äðóãó: A = B.

Ñëîæåíèå òåíçîðîâ
Ñóììîé òåíçîðîâA = p1⊗q1+· · ·+pNA

⊗qNA

è B = u1 ⊗ v1 + · · · + uNB
⊗ vNB

íàçûâà-
åòñÿ òåíçîð A + B, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

A + B = p1 ⊗ q1 + · · ·+ pNA
⊗ qNA

+ u1 ⊗ v1 + · · ·+ uNB
⊗ vNB

.

Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå
ðàâåíñòâà

(A + B)w = Aw + Bw,

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó êîììóòàòèâíîñòè

(A + B)w = (B + A)w

è àññîöèàòèâíîñòè

(A + B)w + Cw = Aw + (B + C)w,

÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ ñàìèõ òåíçîðîâ

A + B = B + A,

(A + B) + C = A + (B + C).

Óìíîæåíèå òåíçîðà
íà ñêàëÿð,

Òåíçîðîì cA, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå óìíî-
æåíèÿ ñêàëÿðà c íà òåíçîðA = p1⊗q1 + · · ·+
+pNA

⊗ qNA
, íàçûâàåòñÿ òåíçîð

cA = c

( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)
=

NA∑
i=1

(cpi)⊗ qi =

NA∑
i=1

pi ⊗ (cqi).
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Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî òåíçîðîâ âòîðî-
ãî ðàíãà îáðàçóåò äåâÿòèìåðíîå âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòà-
âèì âåêòîðû, âõîäÿùèå â äèàäû òåíçîðà

A = p1⊗q1 + · · ·+pNA
⊗qNA

ñ ïîìîùüþ íåêîëëèíåàðíîé òðîéêè âåêòîðîâ
ei.

pn =
3∑
i=1

pniei, qn =
3∑
i=1

qniei.

Òåíçîð A îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

A =

NA∑
n=1

( 3∑
i=1

pniei

)
⊗
( 3∑

j=1

qnjej

)
,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

A =
3∑
i=1

3∑
j=1

( NA∑
n=1

pniqnj
)
ei ⊗ ej. (2.1)

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîð A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
äåâÿòè âåêòîðàì Ei äåâÿòèìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

A =
9∑
i=1

aiEi,

ãäå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà

E1 = e1 ⊗ e1, E2 = e1 ⊗ e2, E3 = e1 ⊗ e3,

E4 = e2 ⊗ e1, E5 = e2 ⊗ e2, E6 = e2 ⊗ e3,

E7 = e3 ⊗ e1, E8 = e3 ⊗ e2, E9 = e3 ⊗ e3

îáðàçóþò âåêòîðíûé áàçèñ â äåâÿòèìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êî-
ýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

a1 =

NA∑
n=1

pn1 qn1, a2 =

NA∑
n=1

pn1 qn2, a3 =

NA∑
n=1

pn1 qn3,

a4 =

NA∑
n=1

pn2 qn1, a5 =

NA∑
n=1

pn2 qn2, a6 =

NA∑
n=1

pn2 qn3,
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a7 =

NA∑
n=1

pn3 qn1, a8 =

NA∑
n=1

pn3 qn2, a9 =

NA∑
n=1

pn3 qn3.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëþáîé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
òðåõ äèàä. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü (2.1), òåíçîð A
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A =
3∑
j=1

wj ⊗ ej,

ãäå

wj =
3∑
i=1

( NA∑
n=1

pniqnj
)
ei.

Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà (âåê-
òîðîâ â äåâÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) áóäåò ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåé ãëà-
âå. Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ
ðàññòîÿíèÿ è íàïðàâëåíèÿ â äåâÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îöåíèâàòü áëè-
çîñòü òåíçîðîâ, îïèñûâàòü ãåîìåòðèþ äåâÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïå-
ðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ââåäåíèè ïîíÿòèÿ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà.

2.4. Òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà

Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ ïîäðîáíî íà îïðåäåëåíèÿõ, ïîçâîëÿþùèõ
ââåñòè ïîíÿòèå òåíçîðîâ òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî è áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ. Äå-
ëàåòñÿ ýòî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê è ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà. Â èòîãå òåíçîð A ÷åòâåðòîãî ðàíãà îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû, êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò òåí-
çîðíîãî óìíîæåíèÿ ÷åòûðåõ âåêòîðîâ:

A =

NA∑
i=1

pi ⊗ qi ⊗ ui ⊗ vi.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà îáðàçóåò
81-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò
îòîáðàæåíèå Y = A(X) ìíîæåñòâà òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà T íà ñåáÿ:

A : T → T
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ïî çàêîíó

Y =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(aj ⊗ bj · ui ⊗ vi)pi ⊗ qi,

ãäå

Y ∈ T , X =

NB∑
j=1

aj ⊗ bj ∈ T .

Êàê è â ñëó÷àå ñ òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà, îòîáðàæàþùèìè ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ íà ñåáÿ, êðóãëûå ñêîáêè â ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ ïðèíÿòî
îïóñêàòü.

A(X) ≡ AX.



Ãëàâà 3

Ýëåìåíòû òåíçîðíîé àëãåáðû

Àëãåáðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåííóþ èçó÷åíèþ
àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðèðîäà ìíîæåñòâ � íîñèòåëåé àëãåáðàè÷åñêèõ
îïåðàöèé � ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðû áåçðàçëè÷íà. Òåíçîðíàÿ àëãåáðà èçó-
÷àåò àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå òåíçîðîâ.

Ðàññìîòðèì âûâîä îñíîâíûõ ôîðìóë òåíçîðíîé àëãåáðû, èñïîëüçóåìûõ
â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû. Íî ïðåæäå ñäåëàåì íåñêîëüêî ïîÿñíåíèé.
Äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû ñ òåêñòîì ðàññìàòðèâàåìûå íàìè îñíîâíûå ôîðìó-
ëû è îïðåäåëåíèÿ ïîìåùåíû â ðàìêè. Êîììåíòàðèé ê íèì è èõ âûâîä
ðàñïîëàãàåòñÿ íèæå. Òàêîé âèä ïîçâîëÿåò áûñòðî íàõîäèòü íóæíîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå â òåêñòå è êîììåíòàðèè ê íåìó.

×òîáû êàæäûé ðàç íå ïîâòîðÿòü îäíè è òå æå ôðàçû, äîãîâîðèìñÿ î
ñëåäóþùåì. Òåíçîðû A, B è C â òåêñòå âñåãäà áóäóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ñ
ïîìîùüþ âåêòîðîâ, îáîçíà÷åííûõ ñèìâîëàìè pi, qi, ui, vi, hi, si, è èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ â ïðèâåäåííîì íèæå âèäå. Ñèìâîëàìè NA, NB, NC îáîçíà-
÷åíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â ìåõàíèêå è òåð-
ìîäèíàìèêå ñïëîøíîé ñðåäû óäàåòñÿ óêàçàòü ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë
âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìûé òåíçîð. Íàïðèìåð, äëÿ çàïè-
ñè òåíçîðà íàïðÿæåíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå íà-
ïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé. Äëÿ çàïèñè òåíçîðà ïîâîðîòà ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
âåêòîðû èñõîäíîé è ïîâåðíóòîé îðòîíîðìèðîâàííûõ òðîåê, çàäàþùèõ ýòîò
ïîâîðîò. Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ óäîáíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ ôè-
çè÷åñêîãî ñìûñëà è äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü òåíçîðîâ, èñïîëüçóåìàÿ â òåêñòå ïðè
ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèé è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóë

A =

NA∑
i=1

pi ⊗ qi, B =

NB∑
j=1

uj ⊗ vj, C =

NC∑
k=1

hk ⊗ sk
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Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿåòñÿ çàïèñü
òåíçîðîâ ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ ii â âèäå

A =
3∑
i=1

3∑
j=1

aij ii ⊗ ij, B =
3∑
i=1

3∑
j=1

bij ii ⊗ ij, C =
3∑
i=1

3∑
j=1

cij ii ⊗ ij.

Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ â äàëüíåéøåì ìíîãèå ôîðìóëû áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ â
âèäå âûðàæåíèé, çàïèñàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì îðòîíîðìèðîâàííîé òðîé-
êè âåêòîðîâ ii.

3.1. Îïðåäåëåíèÿ òåíçîðîâ è ìàòåìàòè÷åñêèõ

îïåðàöèé

Íóëåâîé òåíçîð 0 îòîáðàæàåò
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð w â íóëåâîé

0 = 0w

Îáû÷íî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íóëå-
âîãî òåíçîðà èñïîëüçóåòñÿ â ëè-
òåðàòóðå òîò æå ñèìâîë, ÷òî è
äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà.

Åäèíè÷íûé òåíçîð I îòîáðàæàåò
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð w â ñåáÿ

w = Iw

Ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîé
òðîéêè âåêòîðîâ åäèíè÷íûé òåí-
çîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

I =
3∑
i=1

ii ⊗ ii.

Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ. Ñîãëàñíî ïðàâèëó äåéñòâèÿ òåíçîðà íà âåêòîð
èìååì

Iw =

( 3∑
i=1

ii ⊗ ii

)
w =

3∑
i=1

(w · ii) ii.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ w · ii ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê êîìïî-
íåíòîé wi âåêòîðà w ïðè çàïèñè âåêòîðà ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîé
òðîéêè âåêòîðîâ ii. Èç ýòîãî ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

Iw =
3∑
i=1

wi ii = w,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ

AB =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(qi · uj)pi ⊗ vj

Îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ââåäåííàÿ
ñîãëàñíî ïðàâèëó, óêàçàííîìó â ðàì-
êå, îïðåäåëÿåò ñ ïîìîùüþ äâóõ òåí-
çîðîâ A è B íîâûé òåíçîð C. Ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè

äëÿ çàïèñè òåíçîðîâ îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ ii ðåçóëüòèðó-
þùèé òåíçîð C áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ïðàâèëó

C = AB =
3∑
i=1

3∑
j=1

( 3∑
k=1

aikbkj
)
ii ⊗ ij.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíûé
âåêòîðw îïåðàòîðîâB èA ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ íà âåêòîðw îïåðàòîðà
C = AB, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A(Bw) = (AB)w.

Ïîëîæèòåëüíàÿ öåëàÿ
ñòåïåíü òåíçîðà

A0 = I, A1 = A,

A2 = AA è ò. ä.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè òåíçîðà è ïðàâè-
ëà óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ âûòåêàþò ïðàâèëà
âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äëÿ öåëûõ ñòåïåíåé
n ≥ 0 è m ≥ 0

An+m = AnAm,

(αA)n = αnAn,

(An)m = (Am)n.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p òåíçîðà
A =

∑3
i=1 ai ei ⊗ ei, ãäå ei · ej = δij, ai > 0

Ap =
3∑
i=1

ai
p ei ⊗ ei

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè p
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì
äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âîç-
âåäåíèè â öåëóþ ïîëî-
æèòåëüíóþ ñòåïåíü òåí-
çîðàA ïîëó÷àþòñÿ ôîð-

ìóëû, îïðåäåëÿåìûå ðàíüøå. Â ÷àñòíîñòè, A0 = I, A1 = A, A2 = AA è
ò. ä.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ

A ·B =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(pi · uj) (qi · vj)

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îïå-
ðàöèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
òåíçîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ñêàëÿðíàÿ
âåëè÷èíà. Ïî ñâîåìó ìàòåìàòè-
÷åñêîìó ñìûñëó äàííàÿ îïåðà-
öèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå äåâÿòèìåðíûõ âåêòîðîâ. Ýòèìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ
òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà. Îïåðàöèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè ïîíÿòèå ìîäó-
ëÿ äåâÿòèìåðíîãî âåêòîðà èëè íîðìó òåíçîðà

|A| =
√
A ·A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå òåíçî-
ðîâ âòîðîãî ðàíãà, êîòîðîå äàåò ïðåäñòàâëåíèå î áëèçîñòè ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé íåïðå-
ðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè òåíçîðîâ. Ðàññòîÿíèå l ìåæäó ýëåìåíòà-
ìè ïðîñòðàíñòâà A è B è óãîë γ ìåæäó íèìè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

l = |A−B|, cos γ =
A ·B
|A| |B|

.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ ii ðåçóëüòàò
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A ·B =
3∑
i=1

3∑
j=1

aij bij.

Äåâÿòü äèàä ii ⊗ ij îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â äåâÿòèìåðíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ôîðìèðóåò ìíîæåñòâî òåíçîðîâ âòîðîãî
ðàíãà. Èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ii ⊗ ij · ik ⊗ im

ðàâíî åäèíèöå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà i= k è j =m. Â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äèàä ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ðàçëî-
æåíèå òåíçîðà A ïî äèàäàì ii ⊗ ij îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ
ôîðìóë ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó

A =
3∑
i=1

3∑
j=1

aij ii ⊗ ij, ãäå aij = A · ii ⊗ ij .
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Ñëåä òåíçîðà

trA =

NA∑
i=1

pi · qi

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè
òåíçîðà îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ ii
ñëåä òåíçîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

trA =
3∑
i=1

aii.

Òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð

AT =

NA∑
i=1

qi ⊗ pi

Ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîé òðîé-
êè âåêòîðîâ ii òðàíñïîíèðîâàííûé òåí-
çîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ

AT =
3∑
i=1

3∑
j=1

aj i ii ⊗ ij.

Èç îïðåäåëåíèÿ òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà ñëåäóåò àâòîìàòè÷åñêîå âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâ(

AT

)T

= A,

(
A + B

)T

= AT + BT.

Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

A = AT

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îðòîíîðìèðîâàííîé
òðîéêè âåêòîðîâ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî
âûðàæåíèÿ, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ aij = aj i.

Àíòèñèììåòðè÷íûé
òåíçîð

A = −AT

Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñ ïîìîùüþ îðòî-
íîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, â êîòîðîì
êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ aij =
−aj i.

Îáðàòíûé òåíçîð A−1

ê òåíçîðó A

A−1A = AA−1 = I

Åñëè ñ ïîìîùüþ òåíçîðà A âåêòîð w îòîá-
ðàæàåòñÿ â âåêòîð z:

z = Aw,
òî ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî òåíçîðà A−1 âåêòîð
z îòîáðàæàåòñÿ â âåêòîð w:

w = A−1 z.
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Òåíçîðû, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îáðàòíûå òåíçîðû, íàçûâàþòñÿ îáðàòè-
ìûìè. Èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîãî òåíçîðà ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà(

A−1

)−1

= A.

Îïðåäåëèòåëü òåíçîðà

det A =
1

6

[
(trA)3 − 3 trA tr (A2) + 2 tr (A3)

] Ïîäñòàâëÿÿ â äàí-
íîå îïðåäåëåíèå âû-
ðàæåíèå òåíçîðàA,
ñ ïîìîùüþ îðòî-
íîðìèðîâàííîé òðîé-

êè âåêòîðîâ ii ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

det A = a11a22a33 − a11a23a32 − a21a12a33 +

+a21a13a32 + a31a12a23 − a31a13a22 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò î÷åâèäíîå ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëÿ:

det AT = det A.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîð-
ìóëû

det (AB) = det A det B.

Åå ïðîâåðêó ëåãêî îñóùåñòâèòü, èñïîëüçóÿ ñèìâîëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
íà êîìïüþòåðå â ñèñòåìàõ MATLAB, MAPLE è ò. ä.

Îðòîãîíàëüíûé òåíçîð

Q−1 = QT

Îðòîãîíàëüíûé òåíçîð îáëàäàþò âàæ-
íûì ñâîéñòâîì. Òðàíñïîíèðîâàííûé ê
íåìó òåíçîð ðàâåí îáðàòíîìó. Â äàëüíåé-
øåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûé

òåíçîð ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòî-
ðîâ a è b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Qa ·Qb = a · b.
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Â ÷àñòíîñòè, îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëü-
íîãî òåíçîðà ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó âåêòîðîâ.
Ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(det Q)2 = det Q det QT = det Q det Q−1 = det (QQ−1) = 1.

Ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà ðàâåí èëè åäèíèöå èëè ìè-
íóñ åäèíèöå.

Ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé
òåíçîð (ïîâîðîò)

R−1 = RT, det R = 1

Ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð, èëè
ïîâîðîò, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà. Îïðåäåëèòåëü
åãî ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí åäèíèöå.
Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ

ïðàâàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ ïðàâóþ
îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð

x⊗ x ·A > 0, A = AT, x 6= 0

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íûì íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûé òåíçîð A, ó êîòîðîãî
âûðàæåíèå x⊗ x ·A èìååò

ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïîëîæèòåëüíîãî òåíçîðà (êî-

ãäà çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x⊗ x ·A ≥ 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà
x), îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîãî (êîãäà x⊗ x ·A < 0) è îòðèöàòåëüíîãî
òåíçîðà (êîãäà x⊗ x ·A ≤ 0).

Èíâàðèàíòû òåíçîðà

I1(A) = trA,

I2(A) =
1

2

(
(trA)2 − tr (A2)

)
,

I3(A) = det A

Èíâàðèàíòû òåíçîðà èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ðàññìàòðèâàåìîãî òåíçîðà.
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû
è ñîáñòâåííûå ÷èñëà

αa = Aa, a 6= 0

Íåíóëåâîé âåêòîð a, êîòîðûé îòîáðàæàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðàA â âåêòîð αa, íàçû-
âàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðà A, à
÷èñëî α � ñîáñòâåííûì ÷èñëîì (ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì). Íàéòè èõ ìîæíî ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ðàçëîæèì âåêòîð a ïî îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêå ii

a =
3∑
i=1

xiii

è ïîäñòàâèì åãî â ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîãî âåê-
òîðà

α

( 3∑
i=1

xiii

)
= A

( 3∑
i=1

xiii

)
.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî íà âåêòîð ij ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðà-
âåíñòâà:

ij · α
( 3∑

i=1

xiii

)
= ij ·A

( 3∑
i=1

xiii

)
.

Â ðåçóëüòàòå îíî ïðèìåò âèä

αxj =
3∑
i=1

ij ·A (xiii) =
3∑
i=1

(A · ij ⊗ ii)xi.

Ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ j îò åäèíèöû äî òðåõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:

a11x1 + a12x2 + a13x3 = αx1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = αx2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = αx3. (3.1)

Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû â íåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå aji = A · ij ⊗ ii.
Ðåøåíèå âûïèñàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå âåêòîðû
a = x1i1 + xii2 + x3i3 è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ α òåíçîðà A.

Èç òåîðèè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî íåíóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1) ñóùåñòâóåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí íóëþ. Ýòî òðåáîâàíèå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
óðàâíåíèÿ

det (A− αI) = 0, (3.2)
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ò. å.
−α3 + I1(A)α2 − I2(A)α + I3(A) = 0. (3.3)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ (3.2) è (3.3), èñïîëüçóÿ ñèì-
âîëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå â ñèñòåìàõ MATLAB, MAPLE
è ò. ä. Óðàâíåíèå (3.3) ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Îíî èìååò èëè îäèí, èëè òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, òåíçîðû èìåþò èëè îäíî, èëè òðè äåéñòâèòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñëà.

Îðòîïðîåêòîð

A2 = A, AT = A

Îðòîïðîåêòîðû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð íà
çàäàííóþ ïðÿìóþ èëè ïëîñêîñòü. Íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ òåíçîðà A = i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ i2 îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà w = w1 i1 +w2 i2 +w3 i3 íà ïëîñêîñòü, íîðìàëüþ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð i3:

Aw = w1 i1 + w2 i2,

ãäå ii � îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ.

Íèëüïîòåíòíûé òåíçîð

Am = 0, Ap 6= 0,

0 < p < m

Íèëüïîòåíòíûì òåíçîðîì êëàññà m íà-
çûâàåòñÿ òåíçîð, êîòîðûé ïðè âîçâåäåíèè
â ñòåïåíü p ïðè 0 < p < m äàåò òåíçîð,
îòëè÷íûé îò íóëåâîãî, à ïðè âîçâåäåíèè
â ñòåïåíü m ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì. ×èñëà

m è p ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè.

exp A =
∞∑
k=0

1

k!
Ak

Îáðàòíîé ôóíêöèåé ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ B = lnA.
Îïðåäåëÿåòñÿ îíà êàê çàâèñèìîñòü òåíçîðà B =
B(A) îò àðãóìåíòà A ïðè óñëîâèè, ÷òî ìåæäó
A è B èìååòñÿ ñâÿçü exp A = B.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òåíçîð çàäàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêîé âåê-
òîðîâ e1, e2, e3 è òðåìÿ ÷èñëàìè a1, a2, a3,

A =
3∑
i=1

ai ei ⊗ ei,
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ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè îò íåãî îïðåäåëÿþòñÿ ïðî-
ñòûìè âûðàæåíèÿìè:

exp A =
3∑
i=1

exp ai ei ⊗ ei, ln A =
3∑
i=1

ln ai ei ⊗ ei.

Â îòëè÷èå îò ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òåí-
çîðîâ A è C, êàê ïðàâèëî ñïðàâåäëèâûìè áûâàþò íåðàâåíñòâà

exp(A + C) 6= expA expC, ln(AC) 6= lnA + lnC.

3.2. Îñíîâíûå ôîðìóëû òåíçîðíîé àëãåáðû

(AB)w = A (Bw)
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü âûäåëåííîå â ðàìêå
ðàâåíñòâî, ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé âèä ëåâîé è
ïðàâîé åãî ÷àñòåé. Ïåðåïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ðà-

âåíñòâà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðîâ A è B ñ ïîìîùüþ äèàä. Ëåâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà ïðèìåò âèä

(AB)w =

((
NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)(
NB∑
j=1

uj ⊗ vj

))
w.

Îñóùåñòâèâ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ, ïðèäåì ê ôîðìóëå

(AB)w =

(
NA∑
i=1

NB∑
j=1

(qi · uj)pi ⊗ vj

)
w.

Ïîýòîìó âåêòîð, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðàAB íà âåê-
òîð w, èìååò âèä

(AB)w =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(qi · uj)(vj ·w)pi.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ
ïðîâåðèòü, èìååò ëè îíî òîò æå ñàìûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë. Ðàñøèô-
ðóåì ïðàâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ çàïèñü òåíçîðîâ ñ ïîìîùüþ äèàä:

A(Bw) =

( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)(( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)
w

)
.
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Îñóùåñòâèì îòîáðàæåíèå âåêòîðàw â íîâûé âåêòîð ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
B:

A(Bw) =

( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)( NB∑
j=1

(w · vj)uj

)
.

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ïîëó÷åííîãî âåêòîðà Bw ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàòîðà A:

A(Bw) =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(w · vj)(uj · qi)pi.

Ìû ïðèøëè ê îäíîìó è òîìó æå ìàòåìàòè÷åñêîìó âûðàæåíèþ â ðåçóëü-
òàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ÷òî è òðåáîâàëîñü
óñòàíîâèòü.

Ñëåäñòâèåì ðàññìîòðåííîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè ïðî-
âåäåíèè âûêëàäîê ìîæíî íå óòî÷íÿòü â ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ ìåñòî
ðàñïîëîæåíèÿ ñêîáîê:

(AB)w = A(Bw) = ABw.

Íåâàæíî, äåéñòâóåì ëè ìû âíà÷àëå îïåðàòîðîì B íà âåêòîð w è ïîñëå
ýòîãî îïåðàòîðîìA íà ïîëó÷åííûé âåêòîð èëè îñóùåñòâëÿåì âíà÷àëå ïðî-
èçâåäåíèå òåíçîðîâ A è B è ïðèìåíÿåì åãî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà
w, íà ðåçóëüòàò ýòî íå âëèÿåò.

(AB)C = A(BC)
×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè çàêëþ÷åí-
íîé â ðàìêó ôîðìóëû, äîñòàòî÷íî ðàñøèôðî-
âàòü êîíêðåòíûé âèä ïðàâîé è ëåâîé åå ÷àñòåé

ñ ïîìîùüþ äèàä è âûïîëíèòü îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå

ABC =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

NC∑
k=1

(qi · uj)(vj · hk)pi ⊗ sk.

trA = trAT = I ·A
Äîêàæåì âíà÷àëå ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî ðà-
âåíñòâà. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî âòîðîå âûðà-
æåíèå â äàííîé öåïî÷êå ðàâåíñòâ. Ïîäñòàâèì

â íåãî ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà A â âèäå ñóììû äèàä:
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trAT = tr

( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)T

.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà, ïðåîáðàçóåì ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå:

trAT = tr

( NA∑
i=1

qi ⊗ pi

)
.

Îïðåäåëåíèå ñëåäà òåíçîðà ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíóþ çà-
ïèñü:

trAT =

NA∑
i=1

qi · pi.

Íî ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ïåðâîå âûðàæåíèå â öåïî÷êå ðàâåíñòâ.
Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè òðåòüåãî âûðàæåíèÿ ïåðâûì

äâóì. Ïðåäñòàâèì äëÿ ýòîãî òåíçîðû I è A ñ ïîìîùüþ äèàä:

I ·A =

( 3∑
i=1

ii ⊗ ii

)
·
( NA∑

j=1

pj ⊗ qj

)
.

Çäåñü âåêòîðû ii îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó. Èñïîëüçóÿ îïðåäå-
ëåíèå îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, ïåðåïèøåì ðàññìàòðèâàåìîå âû-
ðàæåíèå:

I ·A =

NA∑
j=1

3∑
i=1

(pj · ii)(qj · ii).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà âåêòîðîâ ii, ïðåîáðàçóåì åãî:

I ·A =

NA∑
j=1

3∑
i=1

3∑
k=1

(pj · ii)(qj · ik)(ik · ii) =

=

NA∑
j=1

(
3∑
i=1

(pj · ii) ii

)
·

(
3∑

k=1

(qj · ik) ik

)
.

Ïîñêîëüêó ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ pj è qj ñ ïîìîùüþ òðîéêè
âåêòîðîâ ii èìåþò âèä

pj =
3∑
i=1

(pj · ii) ii, qj =
3∑
i=1

(qj · ii) ii,
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ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðàâåíñòâó:

I ·A =

NA∑
i=1

qi · pi.

Îíî îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü òðåòüåãî âûðàæåíèÿ ïåðâûì äâóì.

A ·B = tr(ABT) = tr(ATB) = tr(BAT) =

= tr(BTA) = B ·A = AT ·BT = BT ·AT

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé, íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî ëþáîå èç ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé â äàííîé öåïî÷êå ðàâåíñòâ äàåò â èòîãå îäíî è òî
æå ñêàëÿðíîå çíà÷åíèå:

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(pi · uj)(qi · vj).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âòîðîå âûðàæåíèå. Ïîäñòàâèì â íåãî
ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü òåíçîðîâ A è B ñ ïîìîùüþ äèàä. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

tr(ABT) = tr

(( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)T
)
.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà, çàïèøåì ðàññìàòðè-
âàåìîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå â ôîðìå ðàâåíñòâà

tr(ABT) = tr

(( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)( NB∑
j=1

vj ⊗ uj

))
,

êîòîðîå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ ïðèâîäèò-
ñÿ ê âèäó

tr(ABT) = tr

(
NA∑
i=1

NB∑
j=1

(qi · vj)pi ⊗ uj

)
.

Îïðåäåëåíèå ñëåäà òåíçîðà äàåò íàì îêîí÷àòåëüíûé âèä ðàññìàòðèâàåìî-
ãî âûðàæåíèÿ:

tr(ABT) =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(pi · uj)(qi · vj),

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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(AB)T = BTAT
Ðàñøèôðóåì ëåâóþ è ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâà, èñ-
ïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðîâA èB ñ ïîìîùüþ
äèàä. Ëåâàÿ ÷àñòü ïðè ýòîì ïðèìåò âèä

(AB)T =

(( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

))T

.

Îñóùåñòâèâ ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ â ìàòåìàòè÷åñêîì âûðàæåíèè, ïîëó-
÷àåì ôîðìóëó

(AB)T =

( NA∑
i=1

NB∑
j=1

(qi · uj)pi ⊗ vj

)T

,

êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

(AB)T =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(qi · uj)vj ⊗ pi.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëå-
íèåì òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà.

BTAT =

( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)T( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)T

=

( NB∑
j=1

vj ⊗ uj

)( NA∑
i=1

qi ⊗ pi

)
.

Çàòåì îñóùåñòâèì óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

BTAT =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(uj · qi)vj ⊗ pi.

Â èòîãå äëÿ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïîëó÷åíû îäèíàêîâûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

A ·BC = ATB ·CT = CT ·ATB = CAT ·BT = BT ·CAT = BC ·A

Äàííàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Êàê è
â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ, ïîäñòàâèì â ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
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òåíçîðûA,B èC, çàïèñàííûå â âèäå ñóììû äèàä. Èñïîëüçóåì äàëåå îïðå-
äåëåíèå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è ïîíÿòèå òðàíñ-
ïîíèðîâàííîãî òåíçîðà. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîãî âûðàæåíèÿ â öåïî÷êå
ðàâåíñòâ ïîëó÷èì îäíî è òî æå ñêàëÿðíîå âûðàæåíèå:

NA∑
i=1

NB∑
j=1

NC∑
k=1

(vj · hk)(pi · uj)(qi · sk).

A ·B = 0 ïðè óñëîâèè

A = AT, B = −BT

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ñêàëÿðíîãî óìíî-
æåíèÿ òåíçîðîâ:

A ·B = AT ·BT.
Îò òðàíñïîíèðîâàííûõ òåíçîðîâ ìîæíî ïåðåéòè â äàííîé ôîðìóëå ê èñ-
ïîëüçîâàíèþ ñàìèõ òåíçîðîâ, ïðèìåíÿÿ äëÿ ýòîãî óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè
A è àíòèñèììåòðè÷íîñòè B:

A ·B = −A ·B.

Ïåðåíîñÿ âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì
îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó

2A ·B = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íà àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé äàåò íóëü.

Aw ·Bf = w ·ATBf = BTAw · f = ATB ·w ⊗ f = BTA · f ⊗w

Ïîäñòàâèì â ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðîâA èB
â âèäå ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàä è èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ, ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è ïîíÿòèå òðàíñïîíèðîâàí-
íîãî òåíçîðà. Ëåâàÿ ÷àñòü öåïî÷êè ðàâåíñòâ ïðèìåò âèä

Aw ·Bf =

( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)
w ·
( NB∑

j=1

uj ⊗ vj

)
f =

=

NA∑
i=1

(w · qi)pi ·
NB∑
j=1

(f · vj)uj =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(w · qi)(f · vj)(pi · uj).
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Âòîðîå âûðàæåíèå â öåïî÷êå ðàâåíñòâ èìååò âèä

w ·ATBf = w ·
( NA∑

i=1

pi ⊗ qi

)T( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)
f =

= w ·
( NA∑

i=1

qi ⊗ pi

) NB∑
j=1

(f · vj)uj =

= w ·
NA∑
i=1

NB∑
j=1

(f · vj)(uj · pi)qi =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(f · vj)(uj · pi)(w · qi).

Òðåòüå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

BTAw · f =

( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)T( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)
w · f =

=

( NB∑
j=1

vj ⊗ uj

)( NA∑
i=1

(w · qi)pi · f =

=

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(w · qi)(uj · pi)vj · f =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(w · qi)(uj · pi)(vj · f).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäðîáíîé ðàñøèôðîâêå ÷åòâåð-
òîãî âûðàæåíèÿ:

ATB ·w ⊗ f =

( NA∑
i=1

pi ⊗ qi

)T( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)
·w ⊗ f =

=

( NA∑
i=1

qi ⊗ pi

)( NB∑
j=1

uj ⊗ vj

)
·w ⊗ f =

=

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(pi · uj)qi ⊗ vj ·w ⊗ f =

=

NA∑
i=1

NB∑
j=1

(pi · uj)(qi ·w)(vj · f).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è ñâîéñòâà òðàíñïîíèðîâàí-
íûõ òåíçîðîâ, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïÿòîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ýêâèâàëåíòíî ÷åòâåðòîìó:

BTA · f ⊗w =

(
BTA

)T

·
(
f ⊗w

)T

= ATB ·w ⊗ f .



39

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî âñå ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé öåïî÷êå ðàâåíñòâ äàþò ïðè ðàñøèôðîâêå îäíî è òî æå ñêà-
ëÿðíîå çíà÷åíèå, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Aw · f = w ·ATf = AT ·w ⊗ f = A · f ⊗w
Äàííûå ðàâåíñòâà ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ðàññìîòðåííîé

ðàíåå öåïî÷êè ðàâåíñòâ ïðè èñïîëüçîâàíèè åäèíè÷íîãî òåíçîðà â êà÷å-
ñòâå òåíçîðà B.

Qw ·Qf = w · f , Q−1 = QT Äàííîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì äîêàçàííîãî ðàíåå ðàâåíñòâà

Aw ·Bf = w ·ATBf ,
â êîòîðîå â êà÷åñòâå òåíçîðîâ A è B íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü òåíçîð Q
è èñïîëüçîâàòü óñëîâèå åãî îðòîãîíàëüíîñòè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ðàâåíñòâà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
âåêòîðîâ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà ñîõðàíÿåòñÿ çíà÷åíèå ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè.

(A−1)T = (AT)−1 Îáîçíà÷èì òåíçîðîì X ëåâóþ ÷àñòü ðàññìàòðèâà-
åìîãî ðàâåíñòâà:

X = (A−1)T. (3.4)

Íàøà çàäà÷à ïîêàçàòü, ÷òî îíà ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè. Óìíîæèì äëÿ ýòîãî
ñïðàâà íà îáðàòíûé òåíçîð ê òåíçîðó X ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà
(3.4):

I = (A−1)TX−1.

Ðàñìîòðèì äàëåå òðàíñïîíèðîâàííûå òåíçîðû. Åñòåñòâåííî, ÷òî åäèíè÷-
íûé òåíçîð ñîâïàäàåò ñ òðàíñïîíèðîâàííûì òåíçîðîì. Ïîýòîìó îñíîâíîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà:

I =

(
(A−1)TX−1

)T

= (X−1)TA−1.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñïðàâà íà òåíçîð A, ïîëó÷èì

A = (X−1)T.
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Âîçüìåì òðàíñïîíèðîâàííûå ê îáîèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà òåíçîðû

AT = X−1

è îáðàòíûå ê íèì
(AT)−1 = X. (3.5)

Ìû ïðèøëè ê èñêîìîìó âûðàæåíèþ. Îñòàëîñü òîëüêî èñïîëüçîâàòü ïðè-
íÿòîå â ëèòåðàòóðå îáîçíà÷åíèåA−T äëÿ òåíçîðàX è ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
(3.4) è (3.5) çàïèñàòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

A−T = (A−1)T = (AT)−1.

(AB)−1 = B−1A−1 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðà-
âåíñòâà èñïîëüçóåì òåíçîð X, îïðåäåëåííûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X = (AB)−1. (3.6)

Îáðàòíûé ê íåìó òåíçîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ è A
è B:

X−1 = AB.

Óìíîæèì ñïðàâà îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî íà
òåíçîð B−1 è òåíçîð A−1:

X−1B−1 = A

X−1B−1A−1 = I.

Ïîñëå ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëåâà íà òåíçîð X:

B−1A−1 = X. (3.7)

Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ òåíçîðà X, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (3.6) è (3.7),
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà.

Ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà

Ïîêàæåì, ÷òî òåíçîð A èìååò òðè äåé-
ñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå îíè ìîãóò ñîâïàäàòü äðóã ñ
äðóãîì. Êðîìå ýòîãî, äîêàæåì, ÷òî òåí-

çîð èìååò ïî êðàéíåé ìåðå òðè ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, êîòîðûå îáðàçóþò îð-
òîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó âåêòîðîâ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà òåíçîðà A äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñ
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äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (3.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî äåéñòâèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî α1. Ïóñòü åìó ñîîò-
âåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 åäèíè÷íîé äëèíû:

α1 e1 = Ae1, |e1| = 1.

Âîçüìåì äâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû k1 è k2. Ïðè
ýòîì âûáåðåì èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííóþ
òðîéêó âåêòîðîâ e1, k1, k2. Âûÿñíèì, ÷åìó ðàâíî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå
âåêòîðîâ Ae1 è ki, ãäå èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 èëè 2. Èñïîëüçóÿ
èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî âåêòîð e1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðà
A, è îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ e1 è ki, ïîëó÷àåì

ki ·Ae1 = ki · α1e1 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà A è ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ äàþò íàì âîçìîæíîñòü çàïèñàòü â èíîé ôîðìå ðàññìàòðèâàå-
ìîå âûðàæåíèå:

ki ·Ae1 = ATki · e1 = Aki · e1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Aki · e1 = 0.

Âåêòîðû Ak1 è Ak2 ëåæàò â ïëîñêîñòè, íîðìàëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð e1. Â òîé æå ïëîñêîñòè ëåæàò âåêòîðû k1 è k2. Ïîýòîìó Ak1 è Ak2

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ k1 è k2. Èç ýòîãî ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ äîñòàòî÷íî ðåøèòü äâóìåðíóþ çàäà÷ó. Ðàññìîòðèì åå.

Èùåì íîâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî α2 è íîâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e2 â âèäå
e2 = x1k1 + x2k2. Óðàâíåíèå

α2e2 = Ae2

ïðèíèìàåò âèä
α2x

1k1 + α2x
2k2 = x1Ak1 + x2Ak2.

Îñóùåñòâèâ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà
âåêòîðû k1 è k2 ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

α2 x
1 = a11x1 + a12x2,

α2 x
2 = a21x1 + a22x2, (3.8)
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ãäå aij = ki · Akj. Èç òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî α2 äîëæíî áûòü êîðíåì óðàâíåíèÿ

α2
2 − (a11 + a22)α2 + a11a22 − a21a12 = 0.

Äèñêðèìèíàíò åãî

D = (a11 + a22)2 − 4a11a22 + 4a21a12 = (a11 − a22)2 + 4a21a12.

Ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà A îçíà÷àåò ðàâåíñòâî a21 = a12. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèñêðèìèíàíò íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò. å.

D = (a11 − a22)2 + 4 (a21)2 ≥ 0

è ðåøåíèå ñèñòåìû (3.8) ñóùåñòâóåò.
Èñïîëüçóåì îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû (3.8) â êà÷åñòâå èñêîìîãî ÷èñëà

α2 è èñêîìîãî âåêòîðà e2. Ïðè ýòîì âûáåðåì â êà÷åñòâå e2 âåêòîð åäè-
íè÷íîé äëèíû. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû e3, îðòîãîíàëüíûé
âåêòîðàì e1 è e2, òîæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðå-
çóëüòàòû ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ e3 · Ae1 è e3 · Ae2. Ïîâòîðÿÿ
âûêëàäêè, îïèñàííûå âûøå, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

Ae3 · e1 = Ae3 · e2 = 0,

ò. å. íàïðàâëåíèå âåêòîðàAe3 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà e3. Îòëè-
÷àòüñÿ îíè ìîãóò òîëüêî äëèíîé. Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå ìîäóëåé âåêòîðîâ
|Ae3| è |e3| ÷èñëîì α3. Íî ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

α3e3 = Ae3,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü. Òîò ôàêò, ÷òî íåêîòîðûå èëè âñå ÷èñëà
α1, α2, α3 ìîãóò áûòü íóëåâûìè, íå îòðàçèòñÿ íà àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ
îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ e1, e2, e3.

Âûâîä. Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñëà è ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî äèàäû

E1 = e1 ⊗ e1, E2 = e1 ⊗ e2, E3 = e1 ⊗ e3,

E4 = e2 ⊗ e1, E5 = e2 ⊗ e2, E6 = e2 ⊗ e3,

E7 = e3 ⊗ e1, E8 = e3 ⊗ e2, E9 = e3 ⊗ e3
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îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé âåêòîðíûé áàçèñ â äåâÿòèìåðíîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè
A ïî ýòîìó áàçèñó âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ai = A · Ei.

Âåêòîðû e1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òåíçîðà A. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå

A · ei ⊗ ej = ei ·Aej = 0

ïðè óñëîâèè i 6= j. Ïðè ñîâïàäåíèè èíäåêñîâ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

A · ei ⊗ ei = ei ·Aei = ei · αiei = αi.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå òåíçîðà A ïî áàçèñó Ei èìååò âèä

A = α1 E1 + α2 E5 + α3 E9.

Âûâîä. Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð A îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

A =
3∑
i=1

αi ei ⊗ ei,

ãäå αi � åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ei � îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ïîÿñíåíèå. Â ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû èñïîëüçóþòñÿ ìåðû

äåôîðìàöèè è òåíçîðû íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè. Èõ

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÷àñòî íàçûâàþò ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü,

îá îðòîãîíàëüíîé òðîéêå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðèíÿòî ãîâîðèòü êàê î òðîéêå âåêòîðîâ,

îïðåäåëÿþùèõ íàïðàâëåíèå ãëàâíûõ îñåé.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà A ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

trA = α1 + α2 + α3,

tr (A2) = (α1)
2 + (α2)

2 + (α3)
2,

tr (A3) = (α1)
3 + (α2)

3 + (α3)
3.

Âû÷èñëåííûå ñ èõ ïîìîùüþ èíâàðèàíòû òåíçîðà èìåþò âèä:

I1(A) = α1 + α2 + α3,

I2(A) = α1α2 + α1α3 + α2α3,

I3(A) = α1α2α2.
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Ñâîéñòâà òåíçîðà

A = BBT, detB 6= 0

Òåíçîð A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Â ýòîì
ëåãêî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ïðîâåð-
êè:
AT = (BBT)T = (BT)TBT = BBT = A.

Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà αi òåíçîðàA îòëè÷íû îò íóëÿ. Äîêàæåì ýòî. Ïðåä-
ïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü ÷èñëî αi ðàâíî íóëþ. Ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (3.3). Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

I3(A) = 0.

Îïðåäåëåíèå òðåòüåãî èíâàðèàíòà è ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ïîçâîëÿþò
çàïèñàòü ðàâåíñòâî

I3(A) = detA = detB det(BT) = (detB)2.

Ïîñêîëüêó detB 6= 0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

I3(A) 6= 0.

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå
íóëþ ÷èñëà αi áûëî íåâåðíûì.

Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà αi òåíçîðà A ïîëîæèòåëüíû. ×òîáû óáåäèòüñÿ
â ýòîì, ðàññìîòðèì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ei ·Aei. Ïîñêîëüêó ei ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðà A, óäîâëåòâîðÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ei ·Aei = ei · (αiei) = αi (ei · ei) = αi |ei|2.

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

ei ·Aei = ei ·BBTei = BTei ·BTei = |BTei|2 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ei ·Aei = αi |ei|2 ≥ 0,

êîòîðîå ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèè ÷èñëà αi è âåêòîðå åäèíè÷íîé äëèíû ei
âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè

αi > 0.

Âûâîä. Òåíçîð A = BBT ïðè óñëîâèè detB 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì. Âñå òðè åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ òåíçîðà
A îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü p:

Ap =
3∑
i=1

αi
p ei ⊗ ei,
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ãäå p � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, αi, ei � ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà è îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåíçîðà A. Ó
òåíçîðà A èìååòñÿ îáðàòíûé òåíçîð A−1, êîòîðûé èìååò âèä

A−1 =
3∑
i=1

αi
−1 ei ⊗ ei.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæå-
íèÿìè

expA =
3∑
i=1

expαi ei ⊗ ei, lnA =
3∑
i=1

lnαi ei ⊗ ei.

Ïîÿñíåíèå. Â ìîäåëÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ìåæäó òåêóùèìè x è îòñ÷åòíûìè x0 âåêòîðàìè, îïðå-

äåëÿþùèìè ïîëîæåíèå òî÷åê ñðåäû â ïðîñòðàíñòâå â òåêóùèé è íà÷àëüíûé ìîìåíòû âðå-

ìåíè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äåôîðìàöèîííîãî ãðàäèåíòà F,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Òåíçîð F èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ëåâîãî

òåíçîðà ðàñòÿæåíèéV = (FFT)0,5 è èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà

òåíçîðà V ÿâëÿþòñÿ êðàòíîñòÿìè óäëèíåíèÿ ñðåäû â íàïðàâëåíèÿõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî òåíçîðà.

Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ òî÷êàìè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïðè
îòîáðàæåíèè âåêòîðîâ x0, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå òî÷åê â ïðîñòðàí-
ñòâå, â íîâûå âåêòîðû ñ ïîìîùüþ òåíçîðà A0,5. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì x0

â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ei òåíçîðà A:

x0 =
3∑
i=1

xi0 ei.

Óðàâíåíèå ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà èìååò âèä

x0 · x0 =
3∑
i=1

(xi0)
2 = 1. (3.9)

Ñ ïîìîùüþ òåíçîðà A0,5 ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè îòîáðàæà-
þòñÿ â òî÷êè, ïîëîæåíèå êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì
x ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x = A0,5 x0.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (3.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A−0,5 x ·A−0,5 x = 1.

Ðàñøèôðóåì ýòî ðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà A0,5 ñ ïîìî-
ùüþ âåêòîðîâ ei è ðàçëîæåíèå x = x1e1 + x2e2 + x3e3

3∑
i=1

αi
−0,5xi ei ·

3∑
j=1

αj
−0,5xj ej =

3∑
i=1

αi
−1(xi)2 = 1.

Â èòîãå ïîëó÷èëè ôîðìóëó ýëëèïñîèäà.
Âûâîä. Òåíçîð A0,5 îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïî-

âåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû âî ìíîæåñòâî òî÷åê ïîâåðõíîñòè ýëëèïñî-
èäà, ãëàâíûå äèàìåòðû êîòîðîãî èìåþò çíà÷åíèÿ 2

√
αi, à íàïðàâëåíèå

ãëàâíûõ îñåé îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ai.
Ïîÿñíåíèå. Â ìîäåëÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ëåâûé òåíçîð ðàñòÿæåíèé V îòîá-

ðàæàåò ìíîæåñòâî òî÷åê ñôåðû ìàëîãî ðàäèóñà âî ìíîæåñòâî òî÷åê ýëëèïñîèäà. Èìåííî

ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå òåíçîðà V. Ïîä êðàòíîñòÿìè óäëè-

íåíèé ñðåäû ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ãëàâíûõ äèàìåòðîâ ýëëèïñîèäà ê äèàìåòðó ñôåðû.

Ãëàâíûå îñè ýëëèïñîèäà ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîîòâåò-

ñòâóþùåå óäëèíåíèå.

Îðòîãîíàëüíûé òåíçîð

Q =
3∑
i=1

ni ⊗ n0
i

Â ïðèâåäåííîé â ðàìêå ôîðìóëå èñïîëüçî-
âàíû äâå îðòîíîðìèðîâàííûå òðîéêè âåê-
òîðîâ ni è n0

i . Ïîêàæåì, ÷òî çàïèñàííûé ñ
èõ ïîìîùüþ òåíçîð ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

QQT. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà è
ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ, ïîëó÷àåì

QQT =

( 3∑
i=1

ni ⊗ n0
i

)( 3∑
i=1

ni ⊗ n0
i

)T

=

=

( 3∑
i=1

ni ⊗ n0
i

)( 3∑
i=1

n0
i ⊗ ni

)
=

3∑
i=1

ni ⊗ ni = I.

Â ðåçóëüòàòå èìååì åäèíè÷íûé òåíçîð. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàíñïîíèðîâàí-
íûé òåíçîð QT ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è îáðàòíûì ê òåíçîðó Q. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îí îðòîãîíàëåí.
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü ñâîéñòâî òåíçîðà Q. Ñ åãî ïîìîùüþ îðòîíîðìè-
ðîâàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ n0

i îòîáðàæàåòñÿ â îðòîíîðìèðîâàííóþ òðîéêó
ni. Ñëåäóåò ýòî èç ïðàâèëà äåéñòâèÿ òåíçîðà íà âåêòîð:

Qn0
i =

( 3∑
j=1

nj ⊗ n0
j

)
n0
i =

3∑
j=1

(n0
j · n0

i )nj = ni.

Âûâîä î òîì, ÷òî âåêòîðû ni äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ òðîéêó, ñëåäóåò èç ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà ñîõðà-
íÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

ni · nj = Qn0
i ·Qn0

j = n0
i · n0

j = δij,

ãäå δij � ñèìâîëû Êðîíåêåðà.

Ñâîéñòâà òåíçîðà
ïîâîðîòà

Äîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðà ïîâî-
ðîòà ìîãóò èìåòü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå òîëüêî åäè-
íèöå èëè ìèíóñ åäèíèöå. Ïóñòü αi è ei � ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî è ñîáñòâåííûé âåêòîð òåíçîðà

ïîâîðîòà R:
αiei = Rei.

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ei ·Rei = ei · αiei = αi.

Íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âåëè÷èíû ei ·Rei ìîæíî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñêà-
ëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è îðòîãîíàëüíîñòü òåíçîðà:

ei ·Rei = RTei · ei = R−1ei · ei = αi
−1ei · ei = αi

−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
αi = αi

−1,

ò. å.
αi = ±1.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë αi ðàâíî åäèíèöå. Ïîäñòà-
âèì ñîáñòâåííîå ÷èñëî 1 â óðàâíåíèå (3.2). Óáåäèìñÿ, ÷òî èíòåðåñóþùåå
íàñ ðàâåíñòâî

det(R− I) = 0
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äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé è îðòîãîíàëüíîñòü
òåíçîðà ïîçâîëÿþò ïðåîáðàçîâàòü ëåâóþ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâåí-
ñòâà:

det(R− I) = det[R(I−RT)] = detR det(I−RT). (3.10)

Â îïðåäåëåíèè òåíçîðà ïîâîðîòà ãîâîðèòñÿ î òðåáîâàíèè âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ

detR = 1.

Ó÷èòûâàÿ åãî è òî, ÷òî îïðåäåëèòåëü òåíçîðà ðàâåí îïðåäåëèòåëþ òðàíñ-
ïîíèðîâàííîãî òåíçîðà, ïîëó÷àåì

detR det(I−RT) = det(I−RT) = det(I−R) = − det(R− I).

Â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

det(R− I) = − det(R− I).

Ýòî âîçìîæíî â òîì, è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(3.10), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âûâîä. Îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òåíçîðà ïîâîðîòà âñåãäà ðàâíî åäè-
íèöå. Ïðÿìàÿ, íàïðàâëåíèå êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîìó ÷èñëó, íàçûâàåòñÿ îñüþ
âðàùåíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äâóõ äðóãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ó òåíçîðà ïîâîðîòà ìîæåò íå áûòü.

Òåíçîð ïîâîðîòà

R = cos θ (n1 ⊗ n1 + n2 ⊗ n2) + sin θ (n2 ⊗ n1 − n1 ⊗ n2) + n3 ⊗ n3

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïðèâåäåííîé çàïèñè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ïîêà-
çûâàåò â ÿâíîì âèäå, êàê ïðîèñõîäèò ïîâîðîò. Âðàùåíèå âåêòîðîâ, íà êî-
òîðûå äåéñòâóåò òåíçîðR, îñóùåñòâëÿåòñÿ îêîëî îñè, îðèåíòàöèþ êîòîðîé
â ïðîñòðàíñòâå çàäàåò âåêòîð n3. Ïîâîðîò âîêðóã ýòîé îñè îñóùåñòâëÿåòñÿ
íà óãîë θ.

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî R � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð, óìíîæèì åãî íà
òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð RT.

RRT =

(
cos θ (n1 ⊗ n1 + n2 ⊗ n2) + sin θ (n2 ⊗ n1 − n1 ⊗ n2) + n3 ⊗ n3

)
(

cos θ (n1 ⊗ n1 + n2 ⊗ n2) + sin θ (n1 ⊗ n2 − n2 ⊗ n1) + n3 ⊗ n3

)
.
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Îñóùåñòâèâ ïåðåìíîæåíèå è ñãðóïïèðîâàâ âìåñòå ñëàãàåìûå ñ îäèíàêî-
âûìè äèàäàìè, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå åäèíè÷íûé òåíçîð

RRT = (cos2 θ + sin2 θ) (n1 ⊗ n1 + n2 ⊗ n2) + n3 ⊗ n3 = I.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð RT ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è
îáðàòíûì òåíçîðîì ê òåíçîðó R. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî îïðåäåëèòåëü òåíçîðà R ðàâåí åäèíèöå:

det R =

∣∣∣∣∣∣
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì, è ýòî òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

cos θ =
1

2
(trR− 1)

Äàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå ôîðìóëû. ×òîáû óáå-
äèòüñÿ â åå ñïðàâåäëèâîñòè, äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü âèä òåíçîðà ïîâîðîòà è îïðå-

äåëåíèå ñëåäà òåíçîðà. Îíè ïîçâîëÿþò çàïèñàòü èíòåðåñóþùåå íàñ âûðà-
æåíèå:

trR = cos θ (n1 ·n1 +n2 ·n2) + sin θ (n2 ·n1−n1 ·n2) +n3 ·n3 = 2 cos θ+ 1.

Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îáðàòèìîãî òåíçîðà

F = VR = RU =
3∑
i=1

λi ni ⊗ n0
i , ãäå R =

3∑
i=1

ni ⊗ n0
i ,

V2 = FFT =
3∑
i=1

λi
2 ni ⊗ ni, U2 = FTF =

3∑
i=1

λi
2 n0

i ⊗ n0
i

Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ òåíçîðîâ, çàäàííûõ âûðàæåíèåìA = BBT ñ óñëî-
âèåì detB 6= 0, ãîâîðèëîñü, ÷òî èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêîé âåêòîðîâ è ÷òî âñå èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ïîëîæèòåëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîðû V2 = FFT è U2 = FTF ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

V2 =
3∑
i=1

λi
2 ni ⊗ ni, U2 =

3∑
i=1

(λ0
i )

2 n0
i ⊗ n0

i ,
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ãäå λi, λ
0
i , ni, n

0
i � ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû òåíçîðîâ

FFT è FTF. Ïðè ýòîì èç FFT è FTF ìîæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûå êîðíè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

V =
3∑
i=1

λi ni ⊗ ni, U =
3∑
i=1

λ0
i n

0
i ⊗ n0

i .

Îáðàòíûå ê íèì òåíçîðû èìåþò âèä

V−1 =
3∑
i=1

λi
−1 ni ⊗ ni, U−1 =

3∑
i=1

(λ0
i )
−1 n0

i ⊗ n0
i .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R òåíçîð ïîâîðîòà

R =
3∑
i=1

ni ⊗ n0
i .

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ïðè óñëîâèè λi = λ0
i

ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà F â âèäå

F = VR = RU

äàåò íàì âûðàæåíèå

F =
3∑
i=1

λi ni ⊗ n0
i

è îáåñïå÷èâàåò òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ

V2 = FFT, U2 = FTF,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè

expA

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ îò
òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà. Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ïðàâèëîì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü òðàíñ-
ïîíèðîâàííîãî òåíçîðà (AT)k = (Ak)T äëÿ

êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ðÿäà â îïðåäåëåíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè,
ïîëó÷àåì ïåðâîå ñâîéñòâî:

exp(AT) = (expA)T.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì expA = (expA)T.
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Îïðåäåëèì, ÷åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé expA exp (−A). Ñîãëàñ-
íî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ðàñïèøåì ýòî ïðîèç-
âåäåíèå:

expA exp (−A) =

( ∞∑
k=0

1

k!
Ak

)( ∞∑
n=0

(−1)n

n!
An

)
=

∞∑
k=0

∞∑
n=0

(−1)n

k!n!
Ak+n.

Îñóùåñòâèâ çàìåíó ïåðåìåííîé p = k + n, ïîëó÷àåì

∞∑
k=0

∞∑
n=0

(−1)n

k!n!
Ak+n =

∞∑
p=0

p∑
n=0

(−1)n

(p− n)!n!
Ap =

∞∑
p=0

(
p∑

n=0

p ! (−1)n

(p− n)!n!

)
1

p !
Ap.

Âîçâåäåíèå íóëÿ â ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ öåëóþ ñòåïåíü ðàâíî íóëþ. Ïî-
ýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

0 = (1− 1)p =

p∑
n=0

p ! (−1)n

(p− n)!n!
.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëèðîâêå âòîðîãî ñâîéñòâà ýêñïîíåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè:

expA exp (−A) = I.

Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

expA exp(AT) = expA exp(−A) = I.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè expA àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðàA ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð.
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Òàáëèöà îñíîâíûõ ôîðìóë

(AB)w = A (Bw) (3.11)

(AB)C = A(BC) (3.12)

trA = trAT = I ·A (3.13)

A ·B = tr(ABT) = tr(ATB) = tr(BAT) =

= tr(BTA) = B ·A = AT ·BT = BT ·AT (3.14)

(AB)T = BTAT (3.15)

A ·BC = ATB ·CT = CT ·ATB =

= CAT ·BT = BT ·CAT = BC ·A (3.16)

A ·B = 0 ïðè óñëîâèè A = AT, B = −BT (3.17)

Aw ·Bf = w ·ATBf = BTAw · f =

= ATB ·w ⊗ f = BTA · f ⊗w (3.18)

Qw ·Qf = w · f ïðè óñëîâèè Q−1 = QT (3.19)

(A−1)T = (AT)−1 = A−T (3.20)

(AB)−1 = B−1A−1 (3.21)

Åñëè òåíçîð èìååò âèä A = α1 e1 ⊗ e1 + α2 e2 ⊗ e2 + α3 e3 ⊗ e3, ãäå

ei · ej = δij, (δij� ñèìâîëû Êðîíåêêåðà), òî αi è ei � ñîáñòâåííûå

÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû A,

I1(A) = α1 + α2 + α3, I2(A) = α1α2 + α1α3 + α2α3, I3(A) = α1α2α2, (3.22)

Ap = α1
p e1 ⊗ e1 + α2

p e2 ⊗ e2 + α3
p e3 ⊗ e3, ïðè αi > 0, i = 1, 2, 3. (3.23)

QQT = I, ãäå Q = n1 ⊗ n0
1 + n2 ⊗ n0

2 + n3 ⊗ n0
3 ïðè óñëîâèè

ni · nj = δij, n0
i · n0

j = δij. (3.24)

R = cos θ (n1 ⊗ n1 + n2 ⊗ n2) + sin θ (n2 ⊗ n1 − n1 ⊗ n2) + n3 ⊗ n3

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïîâîðîòà ïðè óñëîâèè detR = 1. (3.25)

Óãîë ïîâîðîòà îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû: cos θ =
1

2
(trR− 1). (3.26)

F = VR = RU = λ1 n1 ⊗ n0
1 + λ2 n2 ⊗ n0

2 + λ3 n3 ⊗ n0
3,

ãäå R = n1 ⊗ n0
1 + n2 ⊗ n0

2 + n3 ⊗ n0
3, ni · nj = δij, n0

i · n0
j = δij,

V = (FFT)0,5 = λ1 n1 ⊗ n1 + λ2 n2 ⊗ n2 + λ3 n3 ⊗ n3,

U = (FTF)0,5 = λ1 n
0
1 ⊗ n0

1 + λ2 n
0
2 ⊗ n0

2 + λ3 n
0
3 ⊗ n0

3. (3.27)



Ãëàâà 4

Ýëåìåíòû òåíçîðíîãî àíàëèçà

Òåíçîðíûé àíàëèç èçó÷àåò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà àëãåáðå
òåíçîðíûõ ïîëåé. Ðàññìîòðèì ôîðìóëèðîâêó îñíîâíûõ ïîíÿòèé è âûâîä
îñíîâíûõ ôîðìóë òåíçîðíîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûõ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé
ñðåäû. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, äëÿ çàïèñè òåíçîðîâ A, B è C áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ òî æå ñàìîå ïðåäñòàâëåíèå:

A =

NA∑
i=1

pi ⊗ qi, B =

NB∑
j=1

uj ⊗ vj, C =

NC∑
k=1

hk ⊗ sk,

ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ pi, qi, ui, vi, hi, si.
Â ëèòåðàòóðå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ñêàëÿðíûõ, âåêòîðíûõ

è òåíçîðíûõ ôóíêöèé ïî ñêàëÿðíûì, âåêòîðíûì è òåíçîðíûì àðãóìåíòàì
îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ çàïèñè â âèäå äâóõ ñòðî÷åê, ðàçäåëåííûõ ÷åðòîé. Â
âåðõíåé ñòðî÷êå èìååòñÿ óêàçàíèå íà ôóíêöèþ, îò êîòîðîé áåðåòñÿ ïðî-
èçâîäíàÿ, â íèæíåé � íà àðãóìåíò. Ïðè ýòîì â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå
ïðèñóòñòâóþò çíàêè ÷àñòíîãî èëè ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëîâ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè âûðàæåíèÿ

dA

d ξ
,

d a

db
,

d α

dA
,

dA

dB
.

Îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå êîìïàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû è áîëåå êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ:

dξA, db a, dAα, dBA .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

∂ ξA, ∂ b a, ∂Aα, ∂ BA .
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4.1. Îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé

Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðíîé ôóíêöèè
ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó

A(ξ + ∆ξ)−A(ξ) =
dA

dξ
∆ξ + o(∆ξ)

Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ òåíçîðíîé ôóíêöèè
ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó
ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî îïå-
ðàöèè äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó. Ïðîèçâîäíîé d ξA îò òåíçîðíîé ôóíêöèè A ïî
ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó, âû÷èñëåííîé äëÿ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ðàâíîãî ξ,
íàçûâàåòñÿ òåíçîð, ñâÿçûâàþùèé ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè ïðèðàùåíèå òåíçîðíîé ôóíêöèèA(ξ+∆ξ)−A(ξ) ñ ïðèðàùåíèåì
ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà ∆ξ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíîé ôóíêöèè
ïî âåêòîðíîìó àðãóìåíòó

a(b + ∆b)− a(b) =
da

db
∆b + o(∆b)

Ïðîèçâîäíîé db a îò âåê-
òîðíîé ôóíêöèè a ïî âåê-
òîðíîìó àðãóìåíòó, âû-
÷èñëåííîé äëÿ çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà, ðàâíîãî b, íà-
çûâàåòñÿ òåíçîð, ñâÿçûâà-

þùèé ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðèðàùåíèå âåê-
òîðíîé ôóíêöèè a(b + ∆b) − a(b) ñ ïðèðàùåíèåì âåêòîðíîãî àðãóìåíòà
∆b.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè
ïî âåêòîðíîìó àðãóìåíòó

α(b + ∆b)− α(b) =
dα

db
·∆b + o(∆b)

Ïðîèçâîäíîé dbα îò ñêà-
ëÿðíîé ôóíêöèè α ïî âåê-
òîðíîìó àðãóìåíòó, âû-
÷èñëåííîé äëÿ çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà, ðàâíîãî b, íà-
çûâàåòñÿ âåêòîð, ñâÿçû-

âàþùèé ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðèðàùåíèå
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè α(b + ∆b) − α(b) ñ ïðèðàùåíèåì âåêòîðíîãî àðãó-
ìåíòà ∆b.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè
ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó

α(A + ∆A)− α(A) =
dα

dA
·∆A + o(∆A)

Ïðîèçâîäíîé dAα îò ñêà-
ëÿðíîé ôóíêöèè α ïî òåí-
çîðíîìó àðãóìåíòó, âû-
÷èñëåííîé äëÿ çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà, ðàâíîãîA, íà-
çûâàåòñÿ òåíçîð, ñâÿçûâà-

þùèé ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðèðàùåíèå ñêà-
ëÿðíîé ôóíêöèè α(A+∆A)−α(A) ñ ïðèðàùåíèåì òåíçîðíîãî àðãóìåíòà
∆A.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðíîé ôóíêöèè
ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó

A(B + ∆B)−A(B) =
dA

dB
∆B + o(∆B)

Ïðîèçâîäíîé dBA îò òåí-
çîðíîé ôóíêöèèA ïî òåí-
çîðíîìó àðãóìåíòó, âû-
÷èñëåííîé äëÿ çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà, ðàâíîãî B, íà-
çûâàåòñÿ òåíçîð ÷åòâåð-

òîãî ðàíãà, ñâÿçûâàþùèé ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè ïðèðàùåíèå òåíçîðíîé ôóíêöèè A(B + ∆B) −A(B) ñ ïðèðàùåíèåì
òåíçîðíîãî àðãóìåíòà ∆B.

4.2. ×àñòî èñïîëüçóåìûå ðàâåíñòâà

dA

dξ
=

NA∑
i=1

dpi
dξ
⊗ qi +

NA∑
i=1

pi ⊗
dqi
dξ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðà-
âåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäå-
ëåíèåì ïðîèçâîäíîé îò òåíçîð-
íîé ôóíêöèè ïî ñêàëÿðíîìó àð-

ãóìåíòó. Îíà äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ

dA

dξ
∆ξ =

NA∑
i=1

pi(ξ + ∆ξ)⊗ qi(ξ + ∆ξ)−
NA∑
i=1

pi(ξ)⊗ qi(ξ) + o(∆ξ) . (4.1)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè, ñâÿçûâàþùèìè çíà÷åíèÿ âåêòîðíûõ ôóíêöèé
p è q ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðè çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòà, ðàâíûõ ξ + ∆ξ è ξ:

pi(ξ + ∆ξ) = pi(ξ) +
dpi
dξ

∆ξ + o(∆ξ),

qi(ξ + ∆ξ) = qi(ξ) +
dqi
dξ

∆ξ + o(∆ξ).
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Â èòîãå âûðàæåíèå (4.1) ïðèíèìàåò âèä

dA

dξ
∆ξ =

NA∑
i=1

(
pi(ξ) +

dpi
dξ

∆ξ

)
⊗
(
qi(ξ) +

dqi

dξ
∆ξ

)
−

−
NA∑
i=1

pi(ξ)⊗ qi(ξ) + o(∆ξ) =

=

( NA∑
i=1

dpi
dξ
⊗ qi +

NA∑
i=1

pi ⊗
dqi
dξ

)
∆ξ + o(∆ξ),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîé ôîðìóëû.

d

dξ

(
αA
)

=
dα

dξ
A + α

dA

dξ

Ïðîèçâîäíàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ðàâåíñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî âå-
ëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

d

dξ

(
αA
)

∆ξ = α(ξ + ∆ξ)A(ξ + ∆ξ)− α(ξ)A(ξ) + o(∆ξ) . (4.2)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ ñâÿçè

α(ξ + ∆ξ) = α(ξ) +
dα

dξ
∆ξ + o(∆ξ),

A(ξ + ∆ξ) = A(ξ) +
dA

dξ
∆ξ + o(∆ξ),

ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (4.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòüþ

α(ξ + ∆ξ)A(ξ + ∆ξ)− α(ξ)A(ξ) =

=
(
α(ξ) +

dα

dξ
∆ξ
)(

A(ξ) +
dA

dξ
∆ξ
)
− α(ξ)A(ξ) + o(∆ξ) =

=
(dα
dξ

A + α
dA

dξ

)
∆ξ + o(∆ξ),

ò. å.
d

dξ

(
αA
)

∆ξ =
(dα
dξ

A + α
dA

dξ

)
∆ξ + o(∆ξ).

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü âûäåëåííîé â ðàìêå
ôîðìóëû, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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d

dξ

(
AB

)
=

dA

dξ
B + A

dB

dξ

d

dξ

(
a · b

)
=
da

dξ
· b + b · da

dξ

d

dξ

(
a⊗ b

)
=
da

dξ
⊗ b + b⊗ da

dξ

Ïîìåùåííûå â ðàìêó ôîðìóëû
äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê
è ðàññìîòðåííîå âûøå ðàâåí-
ñòâî. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-
åì îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò
òåíçîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé è ñâÿçåé ìåæäó çíà÷åíèÿ-
ìè ôóíêöèé ïðè çíà÷åíèÿõ àð-
ãóìåíòîâ ξ + ∆ξ è ξ.

dA

dξ
= 0 ïðè A = const

db

dc
= 0 ïðè b = const

d

dξ

(
A + B

)
=
dA

dξ
+
dB

dξ

d

dξ

(
A + B

)
=
dA

dξ
+
dB

dξ

Ïðîâåðêà ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ ðàâåíñòâ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

d

dξ

(
A−1

)
= −A−1 dA

dξ
A−1

Ïðîèçâîäíàÿ îò åäèíè÷íîãî òåíçîðà
ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì åäèíè÷íûé òåí-
çîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäå-
íèå èíòåðåñóþùåãî íàñ òåíçîðà A íà

îáðàòíûé ê íåìó:
d I

d ξ
=

d(AA−1)

dξ
= 0.

Ðàñêðîåì â ýòîé ôîðìóëå ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ. Â ðå-
çóëüòàòå ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

dA

dξ
A−1 + A

dA−1

dξ
= 0.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà òåíçîð íàA−1 ïðèõîäèì
ê çàâèñèìîñòè

A−1 dA

dξ
A−1 +

dA−1

dξ
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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W =
dQ

dξ
QT = −WT ïðè QT = Q−1

Ïðîèçâîäíàÿ îò åäèíè÷-
íîãî òåíçîðà ðàâíà íóëþ.
Ïðè ýòîì åäèíè÷íûé òåí-
çîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà Q íà òðàíñïîíèðîâàííûé ê
íåìó:

d I

d ξ
=

d(QQT)

dξ
= 0.

Êàê è â ðàññìîòðåííîì ðàíåå ñëó÷àå, ðàñêðîåì â ýòîé ôîðìóëå ïðîèçâîä-
íóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ:

dQ

dξ
QT + Q

dQT

dξ
=
dQ

dξ
QT +

(
dQ

dξ
QT

)T

= 0.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàâåíñòâà

W = −WT,

ãäå ñèìâîëîì W îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå

W =
dQ

dξ
QT.

d

dξ

(
Ab
)

=
dA

dξ
b + A

db

dξ

Âîñïîëüçóåìñÿ çàâèñèìîñòÿìè, ñâÿçû-
âàþùèìè ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè çíà÷åíèÿ âåê-
òîðíûõ ôóíêöèé ïðè çíà÷åíèÿõ àðãó-

ìåíòà, ðàâíûõ ξ + ∆ξ è ξ:

pi(ξ + ∆ξ) = pi(ξ) +
dpi
dξ

∆ξ + o(∆ξ),

qi(ξ + ∆ξ) = qi(ξ) +
dqi
dξ

∆ξ + o(∆ξ),

b(ξ + ∆ξ) = b(ξ) +
db

dξ
∆ξ + o(∆ξ). (4.3)

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíàÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

d

dξ

(
Ab
)

∆ξ =
(
Ab
)∣∣∣

ξ+∆ξ
−
(
Ab
)∣∣∣

ξ
+ o(∆ξ) =

=
( NA∑

i=1

(b · qi)pi
)∣∣∣

ξ+∆ξ
−
( NA∑

i=1

(b · qi)pi
)∣∣∣

ξ
+ o(∆ξ).
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Çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå
îáîçíà÷åíèå. Â ôîðìóëå, âíèçó ó êàæäîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòû âûïèñàí àð-
ãóìåíò, äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â êðóãëûõ
ñêîáêàõ ïåðåä ýòîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé. Ïîäñòàâëÿÿ â ìàòåìàòè÷åñêîå
âûðàæåíèå çíà÷åíèÿ âåêòîðíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ äëÿ àðãóìåíòà
ξ + ∆ξ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (4.3), è ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ ∆ξ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

d

dξ

(
Ab
)

∆ξ =

[
NA∑
i=1

(
b · qi

)
dpi
dξ

+

NA∑
i=1

(
b · dqi

dξ

)
pi

]
∆ξ +

+

NA∑
i=1

(
db

dξ
· qi
)
pi ∆ξ + o(∆ξ) .

Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå çàâèñèìîñòè

d

dξ

(
Ab
)

∆ξ =

[
NA∑
i=1

(
dpi
dξ
⊗ qi

)
b +

NA∑
i=1

(
pi ⊗

dqi
dξ

)
b

]
∆ξ +

+

NA∑
i=1

(
pi ⊗ qi

)
db

dξ
∆ξ + o(∆ξ) ,

êîòîðàÿ ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

d

dξ

(
Ab
)

∆ξ =
(dA
dξ

b + A
db

dξ

)
∆ξ + o(∆ξ) .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðèâîäèò ê âûâîäó î ñïðàâåäëèâîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîé ôîðìóëû.

d

dc

(
αa
)

= a⊗ dα

dc
+ α

da

dc

Ïðîèçâîäíàÿ îò âåêòîðíîé ôóíêöèè ïî
âåêòîðíîìó àðãóìåíòó, ñòîÿùàÿ â ëå-
âîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíå-
íèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

d

dc

(
αa
)

∆c = α(c + ∆c) a(c + ∆c)− α(c) a(c) + o(∆c) .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâÿçÿìè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé ïðè çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòîâ c + ∆c è c;

α(c + ∆c) = α(c) +
dα

dc
·∆c + o(∆c),

a(c + ∆c) = a(c) +
da

dc
∆c + o(∆c),
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ïðåîáðàçóåì ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå:

d

dc

(
αa
)

∆c =
(dα
dc
·∆c

)
a + α

da

dc
∆c + o(∆c) .

Ïðàâèëî äåéñòâèÿ äèàäû íà âåêòîð ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

d

dc

(
αa
)

∆c =
(
a⊗ dα

dc

)
∆c + α

da

dc
∆c + o(∆c) ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

da

dc
=
da

db

db

dc

Ïðîèçâîäíàÿ îò âåêòîðíîé ôóíêöèè a = a(b) ïî
àðãóìåíòó b îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:

a(b + ∆b) = a(b) +
da

db
∆b + o(∆b). (4.4)

Â ñâîþ î÷åðåäü ïðèðàùåíèå ôóíêöèè b = b(c) îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìî-
ñòüþ

∆b = b(c + ∆c)− b(c) =
db

dc
∆c + o(∆c). (4.5)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðèðàùåíèå ∆b èç ðàâåíñòâà (4.5) â ôîðìóëó (4.4) ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå

a(b + ∆b) = a(b) +
da

db

db

dc
∆c + o(∆c) + o(∆b).

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ
∆b ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñè-
òåëüíî ïðèðàùåíèÿ ∆c:

o(∆b) = o

(
db

dc
∆c

)
= o(∆c),

òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a(b + ∆b)− a(b) =
da

db

db

dc
∆c + o(∆c),

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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da

da
= I

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ b(a) = a. Åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâî, ÷òî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆a ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-
ìåííî è ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè ∆b:

∆b = ∆a.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííûå ïðèðàùåíèÿ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìî-
ùüþ åäèíè÷íîãî òåíçîðà

∆b = I∆a.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ çàâèñèìîñòü

db

da
= I,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

da

db
=
( db
da

)−1

, ãäå a = a(b), b = b(a)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîìå-
ùåííîãî â ðàìêó ðàâåí-
ñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé âû÷èñëåíèÿ ïðîèç-

âîäíîé îò ñëîæíîé ôóíêöèè

da(a)

da
=

da(b)

db

db(a)

da
.

Íî ëåâàÿ ÷àñòü âûïèñàííîãî âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé
òåíçîð. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ çàâèñèìîñòü

I =
da

db

db

da
. (4.6)

Óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ôîðìóëû (4.6) ñïðàâà íà òåíçîð (dab)−1,
ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

da

dξ
· a = 0 ïðè a · a = const

Â ôîðìóëå, ïîìåùåííîé â ðàìêó, íåò
òåíçîðîâ. Îäíàêî îíà ÷àñòî èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ âûêëàäîê
â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû. Ðàâåí-

ñòâî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà. Ïðîèçâîäíàÿ
îò ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ:

d

dξ

(
a · a

)
= 0.
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Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì

da

dξ
· a + a · da

dξ
= 0.

Ïîñêîëüêó îò ïåðåìåíû ìåñò ñîìíîæèòåëåé ïðè ñêàëÿðíîì óìíîæåíèè
âåêòîðîâ ðåçóëüòàò íå ìåíÿåòñÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

2
da

dξ
· a = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç äàííîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò âåêòîðà ôèêñèðîâàí-

íîé äëèíû ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó âñåãäà îðòîãîíàëüíà ýòîìó âåêòîðó.

4.3. Ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè, èñïîëüçóåìûå â

ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû

Â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû èñïîëüçóþòñÿ âåêòîðû x, îïðåäåëÿþ-
ùèå ïîëîæåíèå ÷àñòèö ñðåäû â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t, è âåêòîðû
x0, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå ÷àñòèö ñðåäû â îòñ÷åòíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t0. Ìíîæåñòâî òî÷åê òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàíè-
ìàåìûõ ÷àñòèöàìè (òî÷å÷íûìè ìàññàìè) ñïëîøíîé ñðåäû â òåêóùèé
ìîìåíò âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèåé ñïëîøíîé ñðå-
äû. Ìíîæåñòâî òî÷åê òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìûõ
÷àñòèöàìè ñïëîøíîé ñðåäû â îòñ÷åòíûé ìîìåíò âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ
îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèåé ñïëîøíîé ñðåäû. Ïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âåêòîðàìè x è x0:

x = x(t,x0), x0 = x0(t,x).

Â ôîðìóëàõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû òî÷êè, ïîñòàâëåííûå íàä ñêà-
ëÿðíûìè, âåêòîðíûìè èëè òåíçîðíûìè ôóíêöèÿìè, îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ýòèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àð-
ãóìåíòàìè óêàçàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ t è âåêòîð ïîëîæåíèÿ â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòèöû ñðåäû â îòñ÷åòíûé
ìîìåíò âðåìåíè x0. Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ñîîòâåòñòâóþùèå âå-
ëè÷èíû îïðåäåëÿþò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ÷àñòèöå ñðåäû.
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Îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè

α̇ =
∂α(t,x0)

∂ t
, ȧ =

∂a(t,x0)

∂ t
, Ȧ =

∂A(t,x0)

∂ t

Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü ïîíÿòèÿ ãðàäèåíòîâ â àêòóàëüíîé è îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèÿõ. Îïðå-
äåëÿþòñÿ îíè êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âåêòîðó, çàäàþùåìó ïîëîæåíèå
÷àñòèö ñðåäû â ñîîòâåòñòâóþùåé êîíôèãóðàöèè.

Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ñêàëÿðíîé è âåêòîðíîé ôóíêöèè
â àêòóàëüíîé

gradα =
∂α(t,x)

∂x
, grad a =

∂a(t,x)

∂x
parttitle,

è îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèÿõ

Gradα =
∂α(t,x0)

∂x0
, Grad a =

∂a(t,x0)

∂x0

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàêæå ïîíÿòèÿ äèâåðãåíöèè âåêòîðíûõ è òåíçîð-
íûõ âåëè÷èí â àêòóàëüíîé è îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèÿõ. Ñ èõ ïîìîùüþ
óäàåòñÿ ñâÿçàòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà
ñðåäû ñî çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí âíóòðè íåãî.

Îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè âåêòîðà â àêòóàëüíîé è îòñ÷åòíîé
êîíôèãóðàöèÿõ

div a = tr(grad a) , Div a = tr(Grad a)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîÿñíèòü ýòîò ìîìåíò, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè∫

S

cosαi dS = 0,

∫
S

∆xi cosαj dS = δijV, (4.7)
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ãäå V è S � ñîîòâåòñâåííî îáúåì è îãðàíè÷èâàþùàÿ åãî ïîâåðõíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîëîæåíèå ÷àñòèö ñðåäû â êîòîðîì â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì x (àêòóàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ), αi � óãîë ìåæäó
âíåøíåé íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè S è âåêòîðîì åäèíè÷íîé äëèíû ii, δij �
ñèìâîëû Êðîíåêêåðà, ∆xj � êîìïîíåíòû âåêòîðà ∆x, ïîëó÷àåìûå ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äëÿ çàïèñè âåêòîðà ∆x îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ
ii.

∆x = x− x� =
3∑
i=1

∆xiii.

Ñèìâîëîì x îáîçíà÷åí âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå
òåêóùåé òî÷êè íà ýëåìåíòå dS ïîâåðõíîñòè S. Ñèìâîë x� èñïîëüçîâàí äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà, îïðåäåëÿþùåãî ïîëîæåíèå íåêîòîðîé ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàïèøåì ôîðìóëû (4.7) â áîëåå óäîáíîì äëÿ íàñ âèäå. Îñóùåñòâèì äëÿ
ýòîãî ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âíåøíþþ íîðìàëü n ê
ïîâåðõíîñòè S ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

n =
3∑
i=1

niii,

ãäå ni = cosαi, ïåðåïèøåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (4.7) â íóæíîì íàì âèäå:

3∑
i=1

(∫
S

cosαi dS

)
ii =

∫
S

3∑
i=1

cosαi ii dS = 0,

ò. å. ∫
S

n dS = 0. (4.8)

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê áîëåå óäîáíîìó âèäó âòîðîå âûðàæåíèå â
(4.7). Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ åãî ÷àñòè íà òåíçîð ii⊗ij è ïðîñóììèðóåì
ïî èíäåêñàì i è j:

3∑
i=1

3∑
j=1

∫
S

∆xi cosαj ii ⊗ ij dS =
3∑
i=1

3∑
j=1

δijV ii ⊗ ij.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ Êðîíåêêåðà è ñâîéñòâà äèàä,
ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî:∫

S

(
3∑
i=1

∆xi ii

)
⊗

(
3∑
j=1

cosαj ij

)
= V

3∑
i=1

ii ⊗ ii.
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Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âåëè÷èíû ∆xi è ni èìåþò ñìûñë êîìïîíåíòîâ âåê-
òîðîâ ∆x è n â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ii. Èñïîëüçóÿ çàïèñü åäèíè÷-
íîãî òåíçîðà ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîé òðîéêè âåêòîðîâ, ïîëó÷èì
íóæíîå íàì ðàâåíñòâî ∫

S

∆x⊗ n dS = V I. (4.9)

Ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòåé (4.8) è (4.9) ìîæíî óñòàíîâèòü ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë äèâåðãåíöèè âåêòîðà.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè âåêòîðà

div a(x�) = lim
δ→0

∫
S

a · n dS∫
V

dV
, Div a(x�0) = lim

δ0→0

∫
S0

a · n0 dS0∫
V0

dV0

Â ïðèâåäåííûõ â ðàìêå ôîðìóëàõ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ: V � îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x�; S � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðà-
íè÷èâàþùàÿ îáëàñòü V ; δ � íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè, ïîëîæåíèå
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì x�, äî òî÷åê ïîâåðõíîñòè S. Âåëè÷èíû,
ïîìå÷åííûå èíäåêñîì �íîëü� èìåþò òîò æå ñìûñë, íî îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ
èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ çàïèñè âûðàæåíèé îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè.

Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóë, âûäåëåííûõ â ðàìêå. Îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì A òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå, ïîëîæåíèå êîòîðîé â ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè, èìåþùåé îáúåì V , çàäàåò âåêòîð x�. Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí
âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè çíà÷åíèå âåêòîðà a(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè A
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

a(x) ≈ a(x�) + grad a(x�) ∆x.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëèòåëü â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå èìååò âèä∫
S

a(x) · n dS ≈
∫
S

[
a(x�) + grad a(x�) ∆x

]
· n dS.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà:∫
S

a(x) · n dS ≈
∫
S

a(x�) · n dS +

∫
S

grad a(x�) · n⊗∆x dS
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è âûíåñåì çà çíàê èíòåãðàëà íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû:∫
S

a(x) · n dS ≈ a(x�) ·
∫
S

n dS + grad a(x�) ·
∫
S

n⊗∆x dS.

Ôîðìóëû (4.8) è (4.9) ïîçâîëÿþò íàì ïðåäñòàâèòü ðàññìàòðèâàåìîå âûðà-
æåíèå â âèäå ∫

S

a(x) · n dS ≈ grad a(x�) · IV.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò äèâåðãåíöèÿ âåê-
òîðà a, óìíîæåííàÿ íà îáúåì V :∫

S

a(x) · n dS ≈ div a(x�)V.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå âûðàæå-
íèå.

lim
δ→0

∫
S

a · n dS∫
V

dV
≈ lim

δ→0

div a(x�)V

V
= div a(x�).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè.

Ñâÿçü ìåæäó ïîâåðõíîñòíûì è îáúåìíûì èíòåãðàëàìè∫
V

div a dV =

∫
S

a · n dS,
∫
V0

Div a dV0 =

∫
S0

a · n0 dS0

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íûé îáúåì V è îãðàíè÷èâàþùàÿ åãî ïî-
âåðõíîñòü S. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà, âûäå-
ëåííîãî â ðàìêå, ðàçîáüåì îáúåì V íà ìàëûå ñîñòàâëÿþùèå åãî îáúåìû
∆Vk ñ îãðàíè÷èâàþùèìè èõ ïîâåðõíîñòÿìè ∆Sk.

V =
∑
k

∆Vk.

Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

div a(x) ∆Vk ≈
∫

∆Sk

a(x) · n d∆Sk.
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Ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó k äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ â
èíòåðåñóþùåì íàñ ðàâåíñòâå. Â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå
òîæäåñòâî. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì ïîâåðõ-
íîñòÿì ∆Sk ïðèâåäåò íàñ âíóòðè îáúåìà V ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ãðàíèöàì
ñîïðèêàñàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì ìàëûõ îáúåìîâ è áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ
äâà ðàçà, ïðè÷åì íàïðàâëåíèå íîðìàëåé áóäåò çàäàâàòüñÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íûìè âåêòîðàìè. Â ðåçóëüòàòå îíè äàäóò íóëåâîé âêëàä â ñóììó ïîâåðõ-
íîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó â êîíå÷íîì âûðàæåíèè ñîõðàíèòñÿ òîëüêî
èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè÷èâàþùèé îáúåì V . Åñòåñòâåííî, ÷òî
âñå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è ïðè èñïîëüçîâàíèè îòñ÷åòíîé
êîíôèãóðàöèè.

Îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè òåíçîðà â àêòóàëüíîé è îòñ÷åòíîé
êîíôèãóðàöèÿõ

divA =

NA∑
i=1

(gradpi)qi +

NA∑
i=1

tr(gradqi)pi ,

DivA =

NA∑
i=1

(Gradpi)qi +

NA∑
i=1

tr(Gradqi)pi

Ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè òåíçîðà ââîäèòñÿ áîëåå ñëîæíîé ôîðìóëîé, ÷åì
ýòî äåëàëîñü ïðè îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ äèâåðãåíöèè âåêòîðà. Îäíàêî åå
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îñòàåòñÿ ïðåæíèì. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèâåðãåí-
öèè ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëîì ïî ïîâåðõíîñòè, îãðàíè-
÷èâàþùåé ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì, è èíòåãðàëîì ïî ýòîìó îáúåìó. Ýòî
ñâîéñòâî èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû. Îíî ïîçâî-
ëÿåò óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè íà ãðàíèöó
ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà è ñîñòîÿíèåì ìàòåðèàëà âíóòðè íåãî.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè òåíçîðà

divA(x�) = lim
δ→0

∫
S

An dS∫
V

dV
, DivA(x�0) = lim

δ0→0

∫
S0

An0 dS0∫
V0

dV0
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Äîêàæåì ïåðâóþ ôîðìóëó, âûäåëåííóþ â ðàìêå. Âòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Äåéñòâèå òåíçîðà A íà âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè n
ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ pi è qi, êîòîðûå âõîäÿò â
ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü äèàä òåíçîðà A. Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè îíè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

pi(x) ≈ pi(x
�) + gradpi(x

�) ∆x, qi(x) ≈ qi(x
�) + gradqi(x

�) ∆x,

è òåíçîð A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

A(x) ≈
NA∑
i=1

(
pi(x

�) + gradpi(x
�) ∆x

)
⊗
(
qi(x

�) + gradqi(x
�) ∆x

)
≈

≈ A(x�) +

NA∑
i=1

(
pi(x

�)⊗ gradqi(x
�) ∆x + gradpi(x

�) ∆x⊗ qi(x
�)
)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëèòåëü â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå èìååò âèä∫
S

An dS ≈
∫
S

A(x�)n dS +

+

∫
S

NA∑
i=1

[
pi(x

�)⊗ gradqi(x
�) ∆x + gradpi(x

�) ∆x⊗ qi(x
�)
]
n dS.

Òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, îòîáðàæàþùèì âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íà ñåáÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì òåíçîðà, ðàñøèôðóåì
ðåçóëüòàò åãî äåéñòâèÿ íà âåêòîð n âî âòîðîì ñëàãàåìîì:∫
S

An dS ≈
∫
S

A(x�)n dS +

+

∫
S

NA∑
i=1

[(
gradqi(x

�) ∆x · n
)
pi(x

�) +
(
qi(x

�) · n
)

gradpi(x
�) ∆x

]
dS.

Ïðåîáðàçóÿ ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

gradqi(x
�) ∆x · n = gradqi(x

�) · n⊗∆x ,(
qi(x

�) · n
)

gradpi(x
�) ∆x = gradpi(x

�)
[(

qi(x
�) · n

)
∆x
]

=

= gradpi(x
�)
[(

∆x⊗ n
)
qi(x

�)
]
,
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ïðèõîäèì ê çàâèñèìîñòè∫
S

An dS ≈
∫
S

A(x�)n dS +

+

∫
S

NA∑
i=1

{(
gradqi(x

�) · n⊗∆x
)
pi(x

�) +

+gradpi(x
�)
[(

∆x⊗ n
)
qi(x

�)
]}

dS.

Âûíåñåì çà çíàê èíòåãðàëà íåçàâèñèìûå îò âåêòîðà x âåëè÷èíû:∫
S

An dS ≈ A(x�)

∫
S

n dS +

+

NA∑
i=1

[
gradqi(x

�) ·

(∫
S

n⊗∆x dS

)]
pi(x

�) +

+

NA∑
i=1

gradpi(x
�)

[(∫
S

∆x⊗ n dS

)
qi(x

�)

]
.

Ôîðìóëû (4.8) è (4.9) ïîçâîëÿþò íàì ïðåäñòàâèòü ðàññìàòðèâàåìîå âûðà-
æåíèå â âèäå∫
S

An dS ≈
NA∑
i=1

[
gradqi(x

�) · V I
]
pi(x

�) +

NA∑
i=1

gradpi(x
�)
[
V I qi(x

�)
]
,

ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
S

An dS ≈
[ NA∑
i=1

tr
(

gradqi(x
�)
)
pi(x

�) +

NA∑
i=1

gradpi(x
�)qi(x

�)
]
V.

Íî ýòî íå ÷òî èíîå, êàê âûïîëíåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè óñëîâèÿ ∫

S

An dS ≈ divA(x�)V,

ò. å.

lim
δ→0

∫
S

An dS∫
V

dV
≈ lim

δ→0

divA(x�)V

V
= divA(x�),
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÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ñâÿçü ìåæäó ïîâåðõíîñòíûì è îáúåìíûì èíòåãðàëàìè∫
V

divA dV =

∫
S

An dS,

∫
V0

DivA dV0 =

∫
S0

An0 dS0

Äîêàçàòåëüñòâî âûäåëåííûõ â ðàìêå ðàâåíñòâ îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íûõ ôîðìóë ñ äèâåðãåíöèåé âåêòî-
ðà.

4.4. ×àñòî èñïîëüçóåìûå ðàâåíñòâà â ìåõàíèêå

ñïëîøíîé ñðåäû

Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü ðàâåíñòâà, èñïîëüçóåìûå ïðè îñóùåñòâëåíèè
âûêëàäîê â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû, ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïîÿñíåíèå. Ñî-
ñòîÿíèå ñïëîøíîé ñðåäû â êàæäîé åå ÷àñòèöå îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ. Ýòè ïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Ïîýòîìó êàæäûé èç ïà-
ðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåêóùåãî âðåìåíè t è âåêòîðà x0,
îïðåäåëÿþùåãî ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â îòñ÷åòíûé ìîìåíò âðåìåíè t0. Ìîæ-
íî ïåðåéòè îò îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè ê îïèñàíèþ
ïðîöåññîâ â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè (ê àðãóìåíòàì t è x). Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò äâóõ àðãóìåíòîâ ó âñåõ èñïîëüçó-
åìûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî âåêòîðó ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ýòî îäèí èç
äâóõ àðãóìåíòîâ ïåðåìåííûõ ñðåäû.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè áóäåò èñïîëüçîâàíî îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷å-
íèå äëÿ òåíçîðà F:

F =
∂x

∂x0
= Gradx ,

êîòîðûé â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì äåôîðìàöèè.
Ñêîðîñòü ÷àñòèö ñïëîøíîé ñðåäû v îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ∂tx(t,x0):

v = ẋ =
∂x(t,x0)

∂ t
.

Âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå èãðàåò ãðàäèåíò ñêîðîñòè òî÷åê â àêòóàëü-
íîé êîíôèãóðàöèè gradv. Ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ýòîãî òåíçîðà íàçûâàåòñÿ
òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè:
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D =
1

2

(
gradv + gradvT

)
.

Gradα = FT gradα,

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû ðàññìîòðèì
ñâÿçü ìåæäó ìàëûì ïðèðàùåíèåì çíà÷åíèÿ ñêà-
ëÿðíîé ôóíêöèè α è ïðèðàùåíèåì âåêòîðíîãî
àðãóìåíòà

∆α ≈ ∂α(x)

∂x
·∆x.

Èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè ∆x ñâÿçàíî
ñ èçìåíåíèåì àðãóìåíòà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè ∆x0 ñ òî÷íîñòüþ äî
âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

∆x ≈ ∂x

∂x0
∆x0.

Â ðåçóëüòàòå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∆α ≈ ∂α(x)

∂x
· ∂x
∂x0

∆x0,

êîòîðîå ñ ó÷åòîì ïðàâèë ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

∆α ≈

(
∂x

∂x0

)T
∂α(x)

∂x
·∆x0.

Cîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå

Gradα =

(
∂x

∂x0

)T

gradα,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Grad a = (grad a)F

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà âåêòîðà, çà-
ïèøåì ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî ÷åðåç ïðîèç-
âîäíûå îò âåêòîðà ïî âåêòîðó. Ïðè ýòîì ñëåäó-
åò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå àðãóìåíòû òåíçîðíûõ

ôóíêöèé a = a(t,x) è x = x(t,x0):

∂a

∂x0
=

∂a

∂x

∂x

∂x0
.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè.
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n =
F−Tn0

|F−Tn0|
, n0 =

FTn

|FTn|

Âûäåëåííûå â ðàìêó ôîðìóëû ñâÿ-
çûâàþò âíåøíèå íîðìàëè ïîâåðõ-
íîñòåé S è S0, îãðàíè÷èâàþùèõ
îáúåìû V è V0, êîòîðûå çàíèìà-

þò ÷àñòèöû ñðåäû â îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèÿõ. Ïîëàãàåì,
÷òî ïîâåðõíîñòè S è S0 ãëàäêèå è ÷òî ïðåäåë, ïîëó÷àåìûé ïðè ñðàâíåíèè
ðàññòîÿíèé ìåæäó áëèçêîðàñïîëîæåííûìè ÷àñòèöàìè ñðåäû

lim
∆x0→ 0

|∆x|
|∆x0|

= λ > 0, (4.10)

áîëüøå íóëÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷à-
ñòèö ñðåäû, êîòîðûå â îòñ÷åòíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðî-
èçâîëüíî âûáðàííîé ãëàäêîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè S0. Ñðàâíèâàþòñÿ äâå
÷àñòèöû. Îäíà èç íèõ ôèêñèðîâàíà. Â êà÷åñòâå âòîðîé âûáèðàåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ÷àñòèöà â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ íà ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé è
íàõîäèòüñÿ áëèæå ê ïåðâîé, ÷åì ïðåäûäóùàÿ ÷àñòèöà â ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ÷àñòèöàìè â ïðåäåëü-
íîì ïåðåõîäå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî ïðåäåëà (4.10)
îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ λ ìàòåðèàëà
âäîëü ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü âåêòîð τ 0 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòè S0, ïðîâåäåííûì ê òî÷êå A íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêà-
ëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðà τ 0 íà âåêòîð íîðìàëè n0 ê ïîâåðõíîñòè S0 â
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå A ðàâíî íóëþ:

τ 0 · n0 = 0. (4.11)

Ïîêà ðå÷ü øëà î âåëè÷èíàõ â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ïåðåéòè ê àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè, íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî êà-
ñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë:

τ 0 = lim
∆x0→ 0

∆x0

|∆x0|
,

ãäå âåêòîð ∆x0 ñîåäèíÿåò äâå òî÷êè íà êðèâîé, ëåæàùåé ïî ïîâåðõíîñòè
S0, ïðè÷åì íà÷àëî ýòîãî âåêòîðà íàõîäèòñÿ â òî÷êå A.

Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (4.11) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (4.10) è îïðåäåëåíèÿ êà-
ñàòåëüíîãî âåêòîðà:

n0 · lim
∆x0→ 0

∆x0

|∆x0|
= lim

∆x0→ 0

n0 ·∆x0

|∆x0|
= 0.
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Ðàçäåëèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà íåíóëåâîå ÷èñëî λ, ïîëó÷èì
çàâèñèìîñòü

lim
∆x0→ 0

n0 ·∆x0

λ |∆x0|
= lim

∆x0→ 0

|∆x0| n0 ·∆x0

|∆x| |∆x0|
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n0 · lim
∆x0→ 0

∆x0

|∆x|
= 0. (4.12)

Ïîñêîëüêó â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè
S îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

τ = lim
∆x→ 0

∆x

|∆x|

è âûïîëíÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ∆x = F∆x0, ðàâåíñòâî (4.12) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

n0 · lim
∆x0→ 0

F−1∆x

|∆x|
= n0 · lim

∆x→ 0

F−1∆x

|∆x|
= n0 · F−1τ = 0.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü åãî â íóæíîé íàì
ôîðìå:

F−Tn0 · τ = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð F−Tn0 îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîìó âåêòîðó τ ê ïî-
âåðõíîñòè S â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Ïîñêîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ
ëþáîãî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî âåêòîðà τ 0 â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè è
ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó âåêòîðà τ â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè, ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî âåêòîð F−Tn0 íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S. Ïîñëå
åãî íîðìèðîâêè ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà íîðìàëè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàìêàõ, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäÿòñÿ ïàðû ôîð-
ìóë, ñôîðìóëèðîâàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ â àêòóàëüíîé è îò-
ñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèÿõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî
îäíîé èç íèõ. Âòîðîå ðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

n dS = JF−Tn0 dS0

Ðàññìîòðèì êîíóñ ìàëîãî ðàçìåðà â îòñ÷åòíîé
êîíôèãóðàöèè è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ôèãóðó â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè.
Îíà òîæå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, ïîñêîëüêó ìû èìå-

åì äåëî ñ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, îñóùåñòâëÿåìûì ñ ïîìîùüþ òåíçî-
ðà F. Ñ åãî ïîìîùüþ ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â íîâóþ ïëîñ-
êîñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ îñíîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíóñà â àêòóàëü-
íîé êîíôèãóðàöèè.
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Èëëþñòðàöèÿ, ïîÿñíÿþùàÿ âûâîä
ôîðìóëû ñâÿçè íîðìàëè ñ ýëåìåíòîì
ïîâåðõíîñòè â àêòóàëüíîé è îòñ÷åò-
íîé êîíôèãóðàöèÿõ

Ïóñòü âåêòîð ∆x0 ñîåäèíÿåò òî÷êó â îñíîâàíèè êîíóñà ñ åãî âåðøèíîé
â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. Âûñîòà êîíóñà â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîåêöèåé âåêòîðà ∆x0 íà íîðìàëü n0 ê ïîâåðõíîñòè S0:

∆h0 = n0 ·∆x0.

Ïîýòîìó îáúåì êîíóñà ∆V0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆V0 =
1

3
∆h0 ∆S0 =

1

3
(n0 ·∆x0) ∆S0, (4.13)

ãäå ∆S0 � ïëîùàäü îñíîâàíèÿ.
Â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè îáúåì êîíóñà ∆V âû÷èñëÿåòñÿ ïî àíàëî-

ãè÷íîé ôîðìóëå:

∆V =
1

3
∆h∆S =

1

3
(n ·∆x) ∆S,

ãäå ∆h è ∆S � ñîîòâåòñòâåííî âûñîòà è ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîíóñà â àê-
òóàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû ñâÿçè íîðìàëåé â îòñ÷åòíîé
è àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèÿõ, ïîëó÷àåì

∆V =
1

3

(
F−Tn0

|F−Tn0|
·∆x

)
∆S.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó âåêòîðàìè ∆x è ∆x0 è ïðàâèëà ñêàëÿðíîãî óìíî-
æåíèÿ, ïðåîáðàçóåì çàâèñèìîñòü:

∆V =
1

3

(
F−Tn0

|F−Tn0|
· F∆x0

)
∆S =

n0 · F−1F∆x0

3 |F−Tn0|
∆S =

n0 ·∆x0

3 |F−Tn0|
∆S.
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Óìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà âûðàæåíèåF−Tn0 ∆S0,
ïîëó÷èì

F−Tn0 ∆S0 ∆V =
F−Tn0

3 |F−Tn0|
(n0 ·∆x0) ∆S0 ∆S.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ îáúåìà êîíóñà (4.13) è çàïèñè âåêòîðà
íîðìàëè â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî:

F−Tn0 ∆S0 ∆V = n∆V0 ∆S.

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè îñòàëîñü òîëüêî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

J =
∆V

∆V0
,

÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ïðàâèëüíîñòü êîòî-
ðîãî òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

grad (αβ) = β gradα + α grad β

Grad (αβ) = βGradα + α Grad β

Îïðåäåëèì ïðèðàùåíèå ïðîèç-
âåäåíèÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé αβ
ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäå-
ëÿåò âåêòîð x+∆x, îòíîñèòåëü-

íî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò âåêòîð x.

α(x + ∆x) a(x + ∆x) =

(
α(x) +

∂α

∂x
·∆x

)(
β(x) +

∂β

∂x
∆x

)
+ ... =

= α(x) β(x) +

(
∂α

∂x
·∆x

)
β(x) + α(x)

(
∂β

∂x
∆x

)
+ ...

Òðåìÿ òî÷êàìè â âûïèñàííîì âûðàæåíèè îáîçíà÷åíû ÷ëåíû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè. Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà:

α(x + ∆x) β(x + ∆x) = α(x) β(x) +

+

(
β(x)

∂α

∂x
+ α(x)

∂β

∂x

)
∆x + ...

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ãðàäèåíòà ñêàëÿðà ïðèõîäèì ê âûâîäó:

grad (αβ) = β
∂α

∂x
+ α

∂β

∂x
.

Îñòàëîñü òîëüêî âñïîìíèòü, ÷òî ãðàäèåíòîì ñêàëÿðà â àêòóàëüíîé êîíôè-
ãóðàöèè ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî âåêòîðó x.
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grad (α a) = a⊗ gradα + α grad a

Grad (α a) = a⊗ Gradα + α Grad a

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå âåê-
òîðíîé ôóíêöèè αa ïðè ïå-
ðåõîäå îò òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà, ïîëîæåíèå êîòîðîé îï-
ðåäåëÿåò âåêòîð x + ∆x, îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò âåêòîð
x.

α(x + ∆x) a(x + ∆x) =

(
α(x) +

∂α

∂x
·∆x

)(
a(x) +

∂a

∂x
∆x

)
+ ... =

= α(x) a(x) +

(
∂α

∂x
·∆x

)
a(x) + α(x)

(
∂a

∂x
∆x

)
+ ...

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ïåðåïèøåì äàííîå
ðàâåíñòâî:

α(x + ∆x) a(x + ∆x) = α(x) a(x) +

+

(
a(x)⊗ ∂α

∂x

)
∆x + α(x)

∂a

∂x
∆x + ...

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ãðàäèåíòà âåêòîðà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

grad (α a) = a⊗ ∂α

∂x
+ α

∂a

∂x
,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

grad (a · b) = (grad a)T b + (gradb)T a

Grad (a · b) = (Grad a)T b + (Gradb)T a

Îïðåäåëèì ïðèðàùåíèå ðå-
çóëüòàòà ñêàëÿðíîãî óìíî-
æåíèÿ âåêòîðîâ a è b ïðè
ïåðåõîäå îò îäíîé ê äðóãîé
áëèçêîðàñïîëîæåííîé òî÷-

êå â ïðîñòðàíñòâå.
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a(x + ∆x) · b(x + ∆x) =

(
a(x) +

∂a

∂x
∆x

)
·
(
b(x) +

∂b

∂x
∆x

)
+ ... =

= a(x) · b(x) +

(
∂a

∂x
∆x

)
· b(x) + a(x) ·

(
∂b

∂x
∆x

)
+ ...

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëàìè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, ïåðåïèøåì ðàâåí-
ñòâî:

a(x + ∆x) · b(x + ∆x) = a(x) · b(x) +

+

(
∂a

∂x

)T

b(x) ·∆x +

(
∂b

∂x

)T

a(x) ·∆x + ...

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé

grad (a · b) =

(
∂a

∂x

)T

b +

(
∂b

∂x

)T

a,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

div (α a) = gradα · a + α div a

Div (α a) = Gradα · a + αDiv a

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì äè-
âåðãåíöèè âåêòîðà ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ çàïèñü:

div (α a) = tr

(
grad (α a)

)
.

Ðàñïèøåì â âûïèñàííîì ðàâåíñòâå ãðàäèåíò îò ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè íà âåêòîð:

div (α a) = tr

(
a⊗ gradα + α grad a

)
.

Îïðåäåëåíèå ñëåäà òåíçîðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíîå âûðàæå-
íèå:

div (α a) = a · gradα + α tr (grad a).

Ýòî íå ÷òî èíîå, êàê èíòåðåñóþùåå íàñ âûðàæåíèå, ïðàâèëüíîñòü êîòîðîãî
òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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Div (J F−T) = 0, div (J−1 FT) = 0

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâî-
ãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (4.8), îñóùåñòâèâ
â íåé ïåðåõîä îò àêòóàëüíîé

êîíôèãóðàöèè ê ôîðìóëèðîâêå ðàâåíñòâà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè:∫
S

n dS =

∫
S0

JF−Tn0 dS0 = 0. (4.14)

Óñòðåìèì îáúåì ïðîñòðàíñòâà V0, êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò ïîâåðõíîñòü S0, ê
íóëþ. Ïðè ýòîì îí ñæèìàåòñÿ â òî÷êó, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ â
îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè âåêòîðîì x0. Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó
äèâåðãåíöèè è óñëîâèþ (4.14) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

Div (JF−T) = lim
δ0→0

∫
S0

JF−Tn0 dS0∫
V0

dV0
= 0.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî. Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî ðàâåíñòâà äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

div (Ab) = (divAT) · b + tr (A gradb)

Div (Ab) = (DivAT) · b + tr (AGradb)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåð-
âîé ôîðìóëû, âûäåëåí-
íîé â ðàìêå, âîñïîëüçó-
åìñÿ îïðåäåëåíèåì äèâåð-
ãåíöèè âåêòîðà:

div (Ab) = tr

(
grad (Ab)

)
(4.15)

è îïðåäåëåíèåì òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà:

grad (Ab) = grad

( NA∑
i=1

(pi ⊗ qi)b

)
= grad

( NA∑
i=1

(b · qi)pi
)
.

Ïðåîáðàçóåì â ýòîé ôîðìóëå ïðàâóþ ÷àñòü, ðàñïèñàâ â âèäå ñóììû äâóõ
ñëàãàåìûõ âûðàæåíèå ãðàäèåíòà ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íà âåê-
òîð:

grad (Ab) =

NA∑
i=1

pi ⊗ grad (b · qi) +

NA∑
i=1

(b · qi) gradpi.



79

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàå-
ìûõ ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ:

grad (Ab) =

NA∑
i=1

pi ⊗ (gradb)T qi +

+

NA∑
i=1

pi ⊗ (gradqi)
T b +

NA∑
i=1

(b · qi) gradpi.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîå íà-
ìè ðàâåíñòâî (4.15):

div (Ab) = tr

( NA∑
i=1

pi ⊗ (gradb)T qi

)
+

+tr

( NA∑
i=1

pi ⊗ (gradqi)
T b

)
+ tr

( NA∑
i=1

(b · qi) gradpi

)
è âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ñëåäà òåíçîðà:

div (Ab) =

NA∑
i=1

pi · (gradb)T qi +

+

NA∑
i=1

pi · (gradqi)
T b + tr

( NA∑
i=1

(b · qi) gradpi

)
.

Ïðàâèëà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü äàííîå ðàâåíñòâî
â íîâîì âèäå:

div (Ab) = (gradb)T ·
NA∑
i=1

pi ⊗ qi +

+

NA∑
i=1

b · (gradqi) pi +

NA∑
i=1

(b · qi) tr (gradpi).

Âûíåñÿ âåêòîð b çà çíàê ñóììû âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì
çàâèñèìîñòü

div (Ab) = (gradb)T ·A + b ·
( NA∑

i=1

(gradqi)pi +

NA∑
i=1

qi tr (gradpi)

)
,
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êîòîðàÿ èìååò âèä ðàâåíñòâà

div (Ab) = tr (A gradb) + b · divAT,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Div (J F−1 b) = J divb

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì äè-
âåðãåíöèè âåêòîðà:

divb = lim
δ→0

∫
S

b · n dS∫
V

dV
=

1

∆V

∫
∆S

b · n dS + ...

Ïåðåéäåì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïîâåðõíîñòè â
îòñ÷åòíîé êîôèãóðàöèè:

divb =
1

∆V

∫
∆S0

b · JF−Tn0 dS0 + ...

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ

divb =
1

∆V

∫
∆S0

JF−1b · n0 dS0 + ...

è ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà êàê çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ïîëó÷àå-
ìîãî ïðè îñóùåñòâëåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ñæàòèè îáëàñòè ∆V0 ê
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàíòñâà è îòêëîíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè îò íåãî:

divb =
1

∆V

(
lim
δ0→0

∫
S0

JF−1b · n0 dS0∫
V0

dV0

)
∆V0 + ...

Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè âåêòîðà â îòñ÷åòíîé êîí-
ôèãóðàöèè, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ðàâåíñòâó:

divb =
∆V0

∆V
Div (JF−1b) + ...

Îñòàëîñü òîëüêî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä δ0 → 0 ñæàòèÿ îáëàñòè
∆V0 ê òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âñïîìíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðåìåííîé
J :

J = lim
δ0→0

∆V

∆V0
.
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Div (J AF−T) = J divA

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà ïîâòîðèì âûêëàäêè, èñïîëüçî-
âàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâÿçè ìåæäó
äèâåðãåíöèÿìè âåêòîðîâ â îòñ÷åòíîé è àê-

òóàëüíîé êîíôèãóðàöèÿõ. Âíà÷àëå âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñ-
ëîì äèâåðãåíöèè òåíçîðà â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè:

divA = lim
δ→0

∫
S

An dS∫
V

dV
=

1

∆V

∫
∆S

An dS + ...

Ïåðåéäåì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïîâåðõíîñòè â
îòñ÷åòíîé êîôèãóðàöèè:

divA =
1

∆V

∫
∆S0

JAF−Tn0 dS0 + ...

Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà êàê çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ïîëó÷àåìîãî
ïðè îñóùåñòâëåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ñæàòèè îáëàñòè ∆V0 ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è îòêëîíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
îò íåãî:

divA =
1

∆V

(
lim
δ0→0

∫
S0

JAF−Tn0 dS0∫
V0

dV0

)
∆V0 + ...

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè âåêòîðà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè,
ïðèõîäèì ê çàâèñèìîñòè

divA =
∆V0

∆V
Div (JAF−T) + ...

Îñóùåñòâèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä δ0 → 0 ñæàòèÿ îáëàñòè ∆V0 ê òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà è âñïîìèíàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðåìåííîé J , ïîëó÷àåì
èñêîìîå ðàâåíñòâî, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

J̇ = J Ḟ · F−T = J trD = J div v

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè
ãðàäèåíòäåôîðìàöèè

F =
3∑
i=1

λini ⊗ n0
i .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ñëàãàåìûõ:

Ḟ =
3∑
i=1

λ̇ini ⊗ n0
i +

3∑
i=1

λiṅi ⊗ n0
i +

3∑
i=1

λini ⊗ ṅ0
i .

Ïîñêîëüêó îáðàòíûé òåíçîð ê ãðàäèåíòó äåôîðìàöèè èìååò âèä

F−1 =
3∑
i=1

1

λi
n0
i ⊗ ni,

òî èõ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ḟ · F−T =
3∑
i=1

3∑
j=1

λ̇i
λj

(ni ⊗ n0
i ) · (nj ⊗ n0

j) +

+
3∑
i=1

3∑
j=1

λi
λj

(ṅi ⊗ n0
i ) · (nj ⊗ n0

j) +
3∑
i=1

3∑
j=1

λi
λj

(ni ⊗ ṅ0
i ) · (nj ⊗ n0

j).

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåì çàâè-
ñèìîñòü

Ḟ · F−T =
3∑
i=1

3∑
j=1

λ̇i
λj

(ni · nj) (n0
i · n0

j) +

+
3∑
i=1

3∑
j=1

λi
λj

(ṅi · nj) (n0
i · n0

j) +
3∑
i=1

3∑
j=1

λi
λj

(ni · nj) (ṅ0
i · n0

j),

êîòîðàÿ ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâó

Ḟ · F−T =
3∑
i=1

3∑
j=1

λ̇i
λj

(ni · nj) (n0
i · n0

j) =
3∑
i=1

λ̇i
λi
.

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàííûì ñòàíîâèòñÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî â ðàññìàòðèâàåìîé
ôîðìóëå:

J Ḟ · F−T = λ1λ2λ3

3∑
i=1

λ̇i
λi

= (λ1λ2λ3) .̇

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ
îïðåäåëåíèåì ïîíÿòèÿ òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè D:

D =
1

2

(
gradv + gradvT

)
.
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Ïðåîáðàçóåì â íåì âûðàæåíèå gradv, âîñïîëüçîâàâøèñü ôèçè÷åñêèì
ñìûñëîì âåëè÷èíû v è ñâÿçüþ ìåæäó ãðàäèåíòàìè â îòñ÷åòíîé è àê-
òóàëüíîé êîíôèãóðàöèÿõ:

gradv = grad

(
∂x(t,x0)

∂ t

)
F−1 =

∂

∂ x0

(
∂x(t,x0)

∂ t

)
F−1.

Ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âåêòîðó x0 è ñêàëÿðó t ìîæíî ïîìåíÿòü.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

gradv =
∂

∂ x0

(
∂x(t,x0)

∂ t

)
F−1 =

∂ F(t,x0)

∂ t
F−1 = Ḟ F−1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè òåíçîðíîé àëãåáðû, íåòðóäíî âû÷èñëèòü
ñëåä ãðàäèåíòà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷åê êîíòèíóóìà â îòñ÷åòíîé êîí-
ôèãóðàöèè:

tr (gradv) = tr (gradv)T = Ḟ · F−T.

Ñëåäîâàòåëüíî,
J trD = J Ḟ · F−T.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ðàâíà ïðîèçâîä-
íîé ïî âðåìåíè â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè îò âåëè÷èíû J . Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

J̇ = J trD,

êîòîðîå è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ äèâåðãåíöèè âåêòîðà â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè èìååì

div v = tr(gradv).

Â ïðèâåäåííûõ âûøå âûêëàäêàõ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñëåä ãðàäèåíòà
ñêîðîñòè tr(gradv) ðàâåí âûðàæåíèþ Ḟ · F−T, ò. å.

div v = Ḟ · F−T.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîâåäåííûìè ðàíåå âûêëàäêàìè, ïðèõîäèì ê âûâîäó
î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

J̇ = J div v,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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1

J
(Jα)˙ =

∂ α

∂ t

∣∣∣∣∣
x

+ div (αv)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåí-
ñòâà ðàñïèøåì ïðîèçâîäíóþ ïî
âðåìåíè îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñêà-
ëÿðíûõ âåëè÷èí â âèäå ñóììû äâóõ

ñëàãàåìûõ. Â ôîðìóëå èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, âçÿòûå â
îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè:

1

J
(Jα)˙ =

1

J

∂

∂ t

(
J(t,x0)α(t,x0)

)
=
α

J

∂ J(t,x0)

∂ t
+
∂ α(t,x0)

∂ t
=

=
α J̇

J
+
∂ α(t,x)

∂ t
+
∂ α(t,x)

∂ x
· ∂ x(t,x0)

∂ t
.

Âûðàæåíèå J̇/J ðàâíî div v. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà â àêòóàëü-
íîé êîíôèãóðàöèè è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷åê êîíòè-
íóóìà, ïîëó÷àåì ñâÿçü

1

J
(Jα)˙ = α div v +

∂ α

∂ t

∣∣∣∣∣
x

+ gradα · v.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðåäñòàâëåíèÿ äèâåðãåíöèè ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðíîé
âåëè÷èíû íà âåêòîð αv â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

div (αv) = gradα · v + α div v,

óáåæäàåòñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâåíñòâà.
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dA

dξ
=

NA∑
i=1

dpi

dξ
⊗ qi +

NA∑
i=1

pi ⊗
dqi

dξ
(4.16)

d

dξ

(
αA
)

=
dα

dξ
A + α

dA

dξ
(4.17)

d

dξ

(
AB

)
=

dA

dξ
B + A

dB

dξ
(4.18)

d

dξ

(
a · b

)
=
da

dξ
· b + b · da

dξ
(4.19)

d

dξ

(
a⊗ b

)
=
da

dξ
⊗ b + b⊗ da

dξ
(4.20)

d

dξ

(
A−1

)
= −A−1 dA

dξ
A−1 (4.21)

W =
dQ

dξ
QT = −WT ïðè QT = Q−1 (4.22)

d

dξ

(
Ab
)

=
dA

dξ
b + A

db

dξ
(4.23)

d

dc

(
αa
)

= a⊗ dα

dc
+ α

da

dc
(4.24)

da

dc
=
da

db

db

dc
(4.25)

da

db
=
( db
da

)−1

, ãäå a = a(b), b = b(a) (4.26)

da

dξ
· a = 0 ïðè a · a = const (4.27)

gradα =
∂α(t,x)

∂x
, grad a =

∂a(t,x)

∂x
(4.28)

Gradα =
∂α(t,x0)

∂x0

, Grad a =
∂a(t,x0)

∂x0

(4.29)

div a = tr(grad a) , Div a = tr(Grad a) (4.30)∫
V

div a dV =

∫
S

a · n dS,
∫
V0

Div a dV0 =

∫
S0

a · n0 dS0 (4.31)
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divA =

NA∑
i=1

(gradpi)qi +

NA∑
i=1

tr(gradqi)pi (4.32)

DivA =

NA∑
i=1

(Gradpi)qi +

NA∑
i=1

tr(Gradqi)pi (4.33)

∫
V

divA dV =

∫
S

An dS,

∫
V0

DivA dV0 =

∫
S0

An0 dS0 (4.34)

F =
∂x

∂x0

= Gradx (4.35)

Gradα = FT gradα Grad a = (grad a)F (4.36)

n =
F−Tn0

|F−Tn0|
, n0 =

FTn

|FTn|
(4.37)

n dS = JF−Tn0 dS0 (4.38)

grad (αβ) = β gradα + α grad β (4.39)

Grad (αβ) = βGradα + α Grad β (4.40)

grad (α a) = a⊗ gradα + α grad a (4.41)

Grad (α a) = a⊗ Gradα + α Grad a (4.42)

grad (a · b) = (grad a)T b + (gradb)T a (4.43)

Grad (a · b) = (Grad a)T b + (Gradb)T a (4.44)

div (α a) = gradα · a + α div a (4.45)

Div (α a) = Gradα · a + αDiv a (4.46)

Div (J F−T) = 0, div (J−1FT) = 0 (4.47)

div (Ab) = (divAT) · b + tr (A gradb) (4.48)

Div (Ab) = (DivAT) · b + tr (AGradb) (4.49)

Div (J F−1 b) = J divb (4.50)

Div (J AF−T) = J divA (4.51)

J̇ = J Ḟ · F−T = J trD = J div v (4.52)

1

J
(Jα)˙ =

∂ α

∂ t

∣∣∣∣∣
x

+ div (αv) (4.53)
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